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Abstrakt

Vince, Matej. Specifikdcia a implementdcia vyvdzZenych stromov v Peanovej aritme-
tike [bakalarska prica]. Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky,
fyziky a informatiky. Katedra informatiky. Skolitel: Mgr. Jan Kluka.

Tato praca sa zaoberd 2-3 stromami a Cerveno-Ciernymi stromami. Impleme-
tuje tieto datové Struktdry a rovnako aj zdkladné operdcie pouZivané na pracu so
stromami: prisluSnost’ k stromu, vkladanie prvku a odoberanie prvku. Obsahuje aj
formdlnu Specifikdciu tychto operacii, moze mat teda vychodiskovi poziciu pri
verifikdcii ich implementacie. Praca tieZ mozZe sliZit’ na rozsirenie vyucby deklara-
tivneho programovania.

This bachelor work studies 2-3 and red-black tree data structures. It implements
these data structures and also basic operations with them: membership, insert and
delete. Formal specification of these operations is included, so it can be used as a
starting position for verification of its implementation. This work can be also used
as an additional text to teaching declarative programming.
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1 Uvod

1.1 Cief

Cielom tejto bakaldrskej prace je implementovat’ niektoré vyvazené stromy v Pe-
anovej aritmetike. Konkrétne sa jednd o Cerveno-Cierne stromy a 2-3 stromy. Na
stromy sa pozerame ako na Struktiry reprezentujiice mnoZiny prvkov. Implementu-
jeme Standardné operdcie, ktoré sa pouZivaji na pracu so stromami. Opericia byt
v strome (x € t) znamen4, zistit' ¢i strom ¢ obsahuje hodnotu x. Operécia vklada-
nia prvku do stromu (¢ U {x}) vlozi prvok x do stromu ¢, pri¢om zachova Struktiru
stromu ¢. Nakoniec operdcia odoberania prvku zo stromu (¢ \ {x}) odberie prvok x z ¢
a tieZ zachova Struktiru stromu. TieZ poZadujeme, aby implementécia tychto ope-
racii bola efektivna, ¢iZe aby tieto operacie bezali v ¢ase O(logn). Tieto operacie
chceme Specifikovat’ v zmysle popisat’ ich vlastnostami.

1.2 Motivacia

Existuje vela u¢ebnic, ktoré popisuji uvedené datové struktdry a operacie na nich,
avSak popisuju ich v imperativnych jazykoch, napriklad [1],[2]. Takisto nie sd do-
stupné alebo nie su zndme ucebnice zaoberajice sa deklarativnym programovanim,
ktoré by sa zaoberali tymito datovymi Struktdrami. Jedinou vynimkou je [3], tu
sa vSak rieSi tdto problematika len okrajovo. Je tu opisané vkladanie do Cerveno-
¢ierneho stromu, to je ale jednoduchsia z poZadovanych operacii. Vznikla tak potreba
ich implementicie v nejakom deklarativnom jazyku. Ako implementacny jazyk po-
uZijeme jazyk CL, ktory sa pouZiva na naSej fakulte na vyucbu deklarativneho
programovania. Tento jazyk ndm tieZ umoziiuje Specifikovat’ vlastnosti a verifiko-
vat’ implementdciu vzhladom na tieto vlastnosti. A dalSou motivéiciou je pripravit’
dobré vychodisko na verifikovanie nami implementovanych algoritmov, vdaka tejto
Specifikacii.



1.3 Metoda riesenia

Implementaciu samotnych stromov rieSime tak, Ze k obom typom si najprv zadefi-
nujeme vSeobecnejSi model stromov: listové stromy a farbené stromy. Z listovych
stromov odvodime 2-3 stromy pridanim poZiadaviek na hibku listov, pocet synov
uzla a na usporiadanie hodnét. Z farbenych, pridanim podmienok na hibku, uspo-
riadanie hodnot a ndslednost’ farieb zas Cerveno-Cierne stromy. Pri implementécii
vkladania a odoberania prvkov vychddzame z algoritmov pre imperativne jazyky.
Vystupom nasej prace su dva dokumenty. Tento text, ktory slizi tieZ ako rozsirenie
[4]. A tiez zdrojovy kod algoritmov v jazyku CL sformatovany do XML, ktory bude
uverejneny na internete na adrese http://ii.fmph.uniba.sk/cl.

1.4 Stuktudra prace

V druhej kapitole st zadefinované pomocné funkcie , ktoré budeme potrebovat pri
implementdcii stromov.V tretej kapitole sa zaoberdme listovymi stromami a 2-3
stromami. V kapitole Styri su farbené a Cerveno-Cierne stromy.



2 Pomocné funkcie

V dalSom texte budeme pri definicidch a popisovani vlastnosti vychéadzat' z [4]
a predpokladat, Ze Citatel bol obozndmeny so zdkladnymi pojmami z Peanovej
aritmetiky a jazyka CL. Napriek tomu si vSak zadefinujeme niekolko pomocnych

funkcii, ktoré neskor vyuZijeme.
Dlzka zoznamu:

L(0)=0
L(u,v) =14L(v).
Posledny prvok zoznamu ma nasledovnu vlastnost”
x#0 — Jyy@ (Last(x),0) = x.
Rekurzivna definicia potom vyzerd nasledovne:

Last(0) =0
Last(u,0) = u
Last(u,v) = Last(v) < v#0.

O maxime z dvoch prvkov vieme povedat:

max(x,y) > x Amax(x,y) >y
max(x,y) =xVmax(x,y) =y

a funkciu definujeme nasledovne:

max(x,y) =x «— x<y

max(x,y) =y < x> y.

Budeme tieZ potrebovat’ i-ty prvok zoznamu, o ktorom ma platit:

Juv(ud (I;,v) =IANL(u) =i).
Rekurzivne ho definujeme:

(u,v)o=u

(M,V)H_] = V.

o))

2)
3)

“)



3 2-3 stromy

3.1 Listové stromy (Leaf trees)

3.1.1 Konstruktory a format. Pomocou B* stromov, zadefinovanych v [5],
mdZeme zadefinovat listové stromy. Rovnako ako B stromy maji data uloZené len
v listoch. LiSia sa vSak v tom, Ze listové stromy nemaju tieto dita usporiadané a tiez
nemajd Ziadne obmedzenia na hibku listov a pocet synov. V nasej definicii sme tiez
vynechali kluge, ktoré si v BT stromoch uloZené vo vnitornych uzloch.

Listové stromy aritmetizujeme do prirodzenych cisel troma konStruktormi:

¢=0,0
[a] =1,a
A

— =2,15.
s

Pri¢om prazdny strom aritmetizujeme konstruktorom e, list konstruktorom [a] a vni-
torny uzol konStruktorom tﬁs, pricom ts je zoznam podstromov.

Zadefinujeme predikat Leaftrees, ktory je platny pre kody zoznamov neprazdnych
listovych stromov:

Leaftrees(0)
Leaftrees([a],ts) < N(a) A Leaftrees(ts)
A

Leaftrees(
tsy

,ts) < Leaftrees(rs;) A Leaftrees(zs)

a pomocou neho mdéZeme definovat samotny predikat platny pre listové stromy:
Leaftree(t) <t = oV Leaftrees(,0).

StotoZnime listové stromy s ich kédmi a odteraz budeme vraviet listovy strom t
namiesto kod listového stromu t.

3.1.2 Pomocné funkcie a predikaty. Zadefinujeme niekolko $tandardnych
funkcif a predikatov pre listové stromy.
Predikat Is_leaf (x) je platny, ak x je listom, ¢o sa da jednoducho zistit*

Isleaf (x) «— x=[y].



Prislu$nost’ k listovému stromu oznac¢ime €y;.Predikat x €y, ¢ plati ak strom ¢ obsa-
huje hodnotu x. Rekurzivne ho definujeme nasledovne:

X€yla] —a=x

X e — XER

It
1,181

A
— e AX € —.

X €
¢ 1,181 8]

KedZe listové stromy nemaju pevne stanoveny pocet synov, zadefinujeme funkciu
Degree(t), ktord ndm vrati pocet synov stromu :

Degree(e) =0

Degree [x] =0

Degree - = Lrs)

egree — = L(ts).
& ts

Funkcia Maxy; () vrati najvacsiu hodnotu stromu ¢ alebo 0 ak je to prazdny strom.

Pozadujeme:

Leaftree(t) — Maxy (1) € ¢t (1)
Leaftree(t) Ax €yt — x < Maxy (7). ()

V rekurzivnej definicii prechddzame vSetky podstromy a vratime maximum z nich:

Maxy (o) =0
Maxy [x] =x
N
M — =0
aX]t O
Maxj; —= = Maxyq (1)
Xjp —— = X
1t t],O 1t U1
A\
M = M f1),M —).
axy hils max (Maxy (71), Maxy tz,ts)

Za zmienku stoji poslednd klauzula. KedZe CL neumoziiuje vzdjomnu rekurziu,
nemozeme mat funkciu ktord by hladala maximum zo zoznamu stromov, lebo by
musela volat’ Maxlt;,. Namiesto toho zistujeme maximum prvého podstromu a po-
rovnavame ho s maximom zvySnych podstromov. Podobnu konStrukciu pouZijeme
aj na dalsich miestach.

Hibka stromu Depth(f) je najdlhsia cesta v strome ¢, spomedzi vietkych ciest ve-
ddcich z korena do listu:

Depth(e) =0



Depthla] =1

A
I)eI)tll;——Ij =14+ [)eI)tll(t1>
1,

A
= max(1+ Depth(z;),Depth —).

Depth
I1,02,1s 1,ts

Pocet vrcholov stromu Sz(¢) je pocet vnitornych uzlov a listov:

Sz(e) =0

Szla] =1
A
A

SZO

SzL = Sz(t1) + Sz ay
1,18 ts

Predikat + < m plati, ak vSetky prvky v strome ¢ sti mensSie alebo rovné ako m, inak
povedané:

Leaftree(t) — t <m < Vx(x €t — x < m), 3)
a rekurzivne zapisané:

[a]| =m —a<m

Podobne predikat ¢ > m plati, ak su vSetky prvky v ¢ vicSie ako m:
Leaftree(t) — t = m < Vx(x €yt — x> m). 4)
Rekurzivna definicia je analogicka:

[a] =m «— a>m
A

6>—m

A VAN
— >m<<—fHH=mN— >m.
1,ts ts

Predikat st < ¢ plati, ak st je podstromom stromu ¢:

Leaftree(st) A Leaftree(t) —

A (5
st At st =1tV I Ist(t = t—/\tl etsAst <1ty).
S



Rekurzivne ho zadefinujeme takto:

st <t «— t=st

A
st <t «— t#st Nt=——Ast 11
1,ts

A VAN
st <t — t#£stANt=——AN-st <ty Ast < —.
t,ts ts

Treba si uvedomit, Ze Ziadny neprdzdnu neobsahuje e a teda e je podstromom len
samého seba.

3.2 2-3 stromy

V nasledujicom texte az do konca kapitoly budeme vychéddzat z [2].
3.2.1 Definicia. 2-3 stromy s listové stromy, ktoré spliiajii nasledovné poZia-
davky:

1. kazdy vnutorny uzol okrem listov ma dvoch alebo troch synov,

2. vietky listy majd rovnakd hibku,

3. hodnoty v strome sd usporiadané zl'ava doprava.

Narozdiel od implementacie v imperativnych jazykoch, sme tu v§ak vynechali vlast-
nost, Ze vnitorné uzly obsahuji uloZené maxima prvého a druhého syna. Povodne
nasa definicia obsahovala aj tieto maxim4, postupom casu sme ich vSak vynechali.
Tymto krokom sme sice zhorsili celkovu zloZitost’ vkladania a odoberania prvkov
z O(logn) na O(log?n), na druhej strane sme ale vyrazne zlepsili CitateInost’ sa-

.....

stromu ndm zabezpecuje druhd vlastnost.

3.2.2 Formalizaciadefinicie. Najskor zadefinujeme predikat Streess (1), platny
pre neprazdny 2-3 strom ¢:

Streegs [a]

Streeog

H
1,0, 0
Maxqy (1) < Maxy (12) Atp = Maxy (11) Aty = Maxy (1) A
t = Maxyy (2) A Streeas (t1) A Streeas (12) A Depth(t;) = Depth(z,)



Streegy ———— «—
t1,1,13,0

Maxy (1) < Maxy (1) A Maxy (1) < Maxy (£3) Atp =< Maxy (£1) A
tr = Maxy (1) At < Maxy, (12) At3 = Maxy (t2) A

t3 = Maxy; (l‘3) A Streeos (l‘l) A Streeog (l‘z) A Streeos (l‘3) A
Depth(r;) = Depth(rz) A Depth(f,) = Depth(z3)

a pomocou neho mdZeme zadefinovat predikat Trees (¢), ktory plati pre lubovolny
2-3 strom:

Treeys (t) «— t =
Treegs () < t # @ A\ Streegs (1).

Treegs (r) spiiia nasledovni vlastnost’
Treeys (1) — Leaftree(t) (1)

Dalej potrebujeme predikat Forestos (1), ktory je platny pre zoznam 2-3 stromov
a spliia nasledovnu vlastnostou

A
Forestas (ts) A (L(ts) =2V L(ts) = 3) <> Streeas o (2)
s
Rekurzivna definicia:

Forestas (#1,0) < Streeas (71)
Forestos (l‘l 1, l‘S) « Streegs (l‘1) A Streess (tz) A Max; (l‘l) < Max; (l‘z) N
Depth(t;) = Depth(y) A Forestas (£2,15).

Specidlny pripad Forestos (f) je Leavesas (1), kde kazdy prvok zoznamu bude list:
Leavesos (Is) < Forestos (Is) AVI(l € ls — Is leaf (1))
Z uvedeného dostaneme vlastnost:

AN
Streeos e Nls leaf (1) — Leavesos (1,ts) 3)
Tym, Ze 2-3 stromy maji obmedzeny pocet synov uzla, mé6Zeme jednoducho vyjadrit’
vztah medzi poctom vrcholov a hlbkou stromu:

Treegs (1) — 2P =1 < Sy(r) A Sa(r) < (3PePh) = 1) =2 (4)



3.2.3 Prehladavanie. Skor ako budeme testovat’ samotni prisluSnost’ prvku
k 2-3 stromu, zadefinujeme maximum stromu, pomocou ktorého ju mdéZeme testo-
vat’ efektivnejSie. Maximum mozeme hladat’ efektivnejSie vdaka tomu, Ze hodnoty
v strome su usporiadané. Musi ale zostat’ platné:

Treegs (1) — Maxog (1) = x < Maxy (t) = x. (1)

Vdaka tomu, Ze podstromy st usporiadané, méZeme hl'adat’ maximum rovno v po-
slednom synovi

Maxzsz (e) =0

Maxog [x] = x

A
Maxaos . Maxos Last(zs).
s

Teraz uz moézeme efektivne overit’ prislosSnost’ prvku k stromu. Obdobne tu plati
vlastnost’

Treegs (1) — x €3t > x €t 2)

Samotnu prislusnost’ overime spdsobom podobnym bindrnemu prehl'addvaniu. Strom ¢
prehladdme od koreiia. Najskor hl'adany prvok porovname s maximom prvého pod-
stromu. Ak je mensi, tak testujeme prisluSnost’ k tomuto podstromu. Ak je rovny

maximu, znamend to, Ze v podstrome sa urCite nachddza. Ak je vac¢si, porovndme
ho s maximom dalSicho podstromu:

X€g3lal —a=x

N
X €93 et < Maxog () Ax €3 t
s
Y

A
X €23 T = Maxas (1)

Y

N AN
X €93 — «— x> Maxas (t) Ax €93 —.
1,ts ts

Predikat In_forestas (x,zs) je platny, ak sa hodnota x nachddza v niektorom strome
zo zoznamu ts. Postupne prechddzame zoznam a testovat’ prislusnost ndm staci
v prvom strome takom, Ze jeho maximum je vicsie ako x:

In_forestos (x,,ts) < x < Maxog () Ax €93 t

In_forestog (x,,ts) «— x > Maxas () A In_forestos (x,1s).

Pre tento predikat plati vlastnost:

A
Forestas (ts) — In_forestas (x,zs) <> x €y o 3)
s

10



3.2.4 Insert. Dalej mdZeme pristipit’k vkladaniu prvku do 2-3 stromu. Pri vkla-
dani prvku najprv nijdeme miesto kde by sa mal prvok nachadzat’ a na tomto mieste
pridame list s danou hodnotou. M6Ze sa ndm ale stat, Ze porusime Struktiru 2-3
stromu. Ak mal uzol, pod ktory vkladdme novy list, troch synov, potom dostdvame
uzol zo S$tyrmi synmi. KedZe nemdme k dispozicii smerniky a teda ani smernik
priamo na otca, nevieme tito situdciu rieSit hned, budeme ju riesit’ az pri vyndrani
sa z rekurzie.

Najprv musime zistit, ¢i dany uzol poruSuje podmienku o pocte synov. Na to
pouZijeme nasledovny predikat:

A A
Tosi o Forestos (ts) A Degree T 4.
s s

Samotné fixovanie uzla nie je zloZité. Musi spliiat' nasledovné vlastnosti:

Treegs (t) — Insfix(z) =1¢,0 (1)

Ta3i(t) — Forestos Insfix(¢) A LInsfix(r) =2 (2)
To3i(t) — x €23t <> In_forestog (x,Insfix(7)) 3)
Tasi(f) At € Insfix(r) — Depth(t;) = Depth(z). 4)

Pri opravovani $truktiry teda moZu nastat’ dve moZnosti. Bud’ dany uzol je platnym
podstromom nejakého 2-3 stromu a vtedy uzol nemusime nijako fixovat, alebo je
to uzol zo Styrmi synmi. Tuto situdciu rieSime tak, Ze dany uzol rozdelime na dva
nové uzly, pricom prvy obsahuje prvych dvoch a druhy poslednych dvoch synov
pdvodného uzla. Takto zachovame hibky a aj vietky prvky. KedZe nevieme, ¢ ndm
dand funkcia vrati jeden alebo dva prvky a aby sme to potom nemuseli rozoberat’ na
jednotlivé pripady, vratime zoznam prvkov:

Insfix(r) =1,0 < Degree(r) < 4

A A
Insfix(t) = ———,0 < Degree(t) =4 Nt =

1,12,0" 13,14,0

t]7t27t37t470

Samotné priddvanie prvku bude prebiehat' na najnizsej tirovni, budeme ho pridavat
do zoznamu listov. Funkcia musi spliat’

Leavesgs (t) — Leavesgs Insleaf(t, x) (5)
Leavesgs (t) — In_forestos (y, Insleaf(z,x)) < In_forestas (y,£) Vy=x.  (6)

Postupne prechadzame zoznam a pridime prvok na sprdvne miesto, samozrejme, ak
sa tam nachadza, nepriddme nic:

Insleaf(0,x) = [x],0

11



Insleaf(([a],ls),x) = [a],
Insleaf(([a],ls),x) = [d],
Insleaf(([a],ls),x) = [x],[a],ls «— a > x.

Insleaf(ls,x) «— a < x

al,ls — a=x

Teraz potrebujeme vloZit prvok do neprazdneho podstromu, pricom chceme, aby
vysledkom bol bud’ dobry podstrom, ale nie list, alebo strom, ktory ma Styroch
synov. TieZ chceme, aby sa nestratili ani nepribudli Ziadne prvky a aby sa zachovali
hibky. Formalne popisané:

Streeas (t) — Streegs Insert; (¢,x) A —Is_leaf Insert (z,x) V

7

T3i Inserty (¢, x) Q

Streegs (1) — y €23 Insert; (1,x) <>y EagtVx =1y (8)
Streeas (t) A —Is_leaf () — Depth(z) = DepthInsert; (¢,x) 9)

Priddvat’budeme tieZ spdsom ako pri prehl'addvacich stromoch. Vkladanie do listu je
zrejmé. Pri vkladani do uzla najprv zisime ¢i uzol obsahuje listy, ak dno, pomocou
predoslej funkcie vloZime prvok. Ak nie, prvok vloZime do prvého podstromu,
ktory ma vicsie maximum. KedZe toto ndm mdZe vratit uzol zo Styrmi synmi
musime zavolat funkciu Insfix na tomto podstrome. KedZe od nej sme pozadovali
zoznam, tak priddvanie vysledku medzi ostatnych synov je jednoduché a robime
ho cez Standardné operdcie na zoznamoch. Tymto dostaneme vysledok, aky sme
pozadovali:

A
Insleaf(([a],0),x)

Insert; ([a],x) =

A\ VAN

Insert; (tl,_ts’x) = Tnsleaf((11.15).3) — Isleaf (11)
Insert (L,x) = A —

t,ts InsfixInsert; (f1,x) s

—Is leaf (1) Ax < Maxos (1)

Insert (L,x) = A —

ty,ts 11, Insfix Insert; (#2,x)

—1Is_leaf (t;) Ax > Maxas (t1) Ats = 12,0

A N
I t | - -
nsert (tl,ts’x) t1, InsfixInsert; (t2,x) ® (13,0) -
—Is_leaf (tl) Ax > Maxog (l‘l) Ats =1,13,0 Ax < Maxos (t2>

I ; VAN A
nsert [ —,x —
: t,ts t1,t2, Insfix Insert; (23, x)

—Is_leaf (l‘]) Ax > Maxog (tl) Ats =1p,t3,0 Ax > Maxos (tz).

12



Nakoniec vkladanie do stromu musi spliiat’ §tandardné vlastnosti:

Treegs (1) — Streegs rU{x} (10)
Treegs (1) — y €23t U{x} > y€aztVx=y. (11)

Teda pridanie do prdzdneho stromu je zrejmé a pridanie do neprdzdneho vyriesi
Insert; (z,x). ESte zostdva vyrieSit pripad, ak Insert; (z,x) vratil strom, ktorého koreri
mad Styroch synov. To vyrieS§ime rovnako ako v Insert; (¢,x) zavolanim Insfix(z).
To je vlastne jediny pripad, kde sa mdZe menit hibka stromu (okrem pridévania do
listu):

tU{x}=[x] —t=e
tU{x} = Insert; (#,x) < t # e Alnsert; (f,x) = z A Degree(z) < 4

A
tU{x} = — « r # e Alnsert (t,x) = z A Degree(z) = 4 AInsfix(z) = ¢
q

Este pre jednoduché pridavanie do stromu zadefinujeme funkciu, ktord dostane na
vstup strom a zoznam prvkov a vSetky prvky zo zoznamu prid4 do stromu. Chceme
teda:

Treess () — Streess Insert_list(z, Is) (12)
Treegs () — x €93 Insert_list(z,1s) <> x Ea3 1V x € ls. (13)

Prechddzame zoznam a prvky budeme priddvat po jednom:

Insert_list(z,0) =1
Insert_list(¢,1,1s) = Insert_list(r U {l},ls).

3.2.5 Delete. Odoberanie prvku z 2-3 stromu sa robi podobnym principom ako
vkladanie. TieZ pri odoberani sa ndm mdZe stat, Ze doCasne porusime Struktdru 2-3
stromu. Ak odoberieme podstrom z uzla, ktory mal dvoch synov, dostdvame uzol
s jedinym synom.

Potrebujeme predikat na zistenie, ¢i dany uzol poruSuje Struktdru:

A
Tosd m «— Streeos (t)

Pri opravovani Struktdry, na rozdiel od opravy pri vkladani, musime rozobrat’
dva pripady, a to ¢i uzol ma l'avého resp. pravého brata. Ak ma obidvoch, tak nie
podstatné, ktorého si vyberieme.
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Rozoberme podrobne pripad, ak l'avy z dvojice mdZe byt poSkodeny. Musi platit*
Streeas (t1) A Streeas (12) — Delfixl (t1,6,) = t1,12,0 (1
To3d (1) A Streeas (t2) A Depth(t;) = Depth(ty) — Forestas Delfixl (71,12) A
(LDelfixl (t;,t2) = 2 v L Delfixl (t1,2) = 3)

2

Tosd (tl) A Streess (l‘z) VAN Depth(l‘l) = Depth(tz) — 3)
In_forestas (x, Delfixl (¢1,£,)) <> In_forestos (x,#1,£2,0)

Ta3d (11) A Streeas (t2) ADepth(t)) = Depth(zy) At € Delfixl (t1,,) — @

Depth(z) = Depth(z;).

Vysledkom funkcie bude opit zoznam dizky jeden alebo dva. Ak Tavy nebol po-
Skodeny, tak vriti zoznam povodnych stromov. Ak bol poskodeny tak nastane jedna
z dvoch situdcii: pravy ma dvoch alebo troch synov. Ak dvoch, tak spojime oba uzly
do jedného s tromi synmi. Ak md troch, tak odoberieme prvého z nich a pripojime
ho ako posledného syna poskodeného podstromu. Zjavne nezmenime vysku a prvky
sa zachovaju:

Delﬁxl<A /\>=A D0 Litsi) > 1
ts1 tS2 ts1 tS2
VANEVAY VAN
Delﬁxl( ) = ,0 < L(ts1) = 1AL(ts2) =2
1s1 l‘S2 ts1 Ptsy
VANVA VAN N
Delfixl = 0 «—L(ts1) =1AL(ts2) =3 A
X <Z‘S1 tS2> l‘S1EB(l‘1,0),t2,l‘3,0’ - (SI) (82)

Isy) = t17t27t370‘

Obdobne potom vyrieSime, ak pravy syn je posSkodeny.

Delﬁxr(/\ /\):A AOHL(fSZ) 1

ts) tso ts) tso
AN A VAN

Delfixr (—, —) = ,0 « L(ts2) =1AL(ts1) =2
1s1 tsp ts1 Ptsy

Delfi ,0 —L(tsp) =1AL(ts1) =3
) Xr(tsl ”2) 1,1,0’ t3,ts2 < Lirs2) AL(ts1) A

tsy =t,0,13,0.
Samotné odoberanie rieSime na najnizsej urovni. Ak sa tu dany prvok nenachadza,
tak ni¢ nezmenime:
Leavesgs (t) — Leavesgg Delleaf(r,x) A
(LDelleaf(,x) = L(¢) V L Delleaf(z,x) + 1 = L())
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Leavesgs (t) — In_forestos (y, Delleaf(z,x)) <> In_forestaz (y, 1) Ay #x.  (6)

Prechddzame listy pokial neobsahuju vii¢Siu hodnotu ako td, ktori chceme odstranit’.
Ked ju ndjdeme, odstranime prislusny list:

Delleaf(0,x) =

Delleaf(([a],? ), x) = |a],ts — x<a
Delleaf(([a],ts),x) =ts «— x=a
Delleaf(([a],ts),x) = [a], Delleaf(ts,x) «— x > a.

Teraz chceme odobrat’ prvok z podstromu, ktory nie je list. Takisto ako pri vkla-
dani, vystup ma byt podstrom, ktory nie je list alebo podstrom s jednym synom,
pricom zachovdme hlbky a vSetky prvky okrem odstrafiovaného. PresnejSie zapi-
sané:

Streegs (1) A —Is_leaf (r) — Streeas Delete; (7,x) A —Is_leaf (¢) vV
T93d Delete; (t,x)

Streegs (r) A —Is_leaf () — y €23 Delete; (t,x) <>y €agt Ax#y (8)

Streegs (1) A —Is_leaf (1) — Depth(r) = Depth Delete; (¢, x). 9)

(7

Ak synmi uzla st listy, tak odoberieme prvok pomocou Delleaf(x,zs). Ak nie a tak sa
vnorime do prislu§ného podstromu. Pri vynoreni potrebujeme zavolat’ Delfix] alebo
Delfixr, lebo mdzeme dostat’ uzol s jednym synom. Ak sme sa vnorili do prvého
alebo stredného podstromu, zavoldme Delfixl s nasledujicim podstromom, ak sme
sa vnorili do posledného, tak zavoldme Delfixr s predposlednym podstromom. Tym
moZeme vyrobit’ uzol s jednym dvoma alebo troma synmi, pri¢om odstranime len
prvok, ktory sme chceli a zachovame hibky:

AN AN
Delet — = Is_leaf (¢
e e1( ts’x> Delleaf((¢1,1s),x) — Isleaf (n)

1,
A A
Delet — =
el (tl,ts’x) Delfix] (Delete; (t1,x),%) .
—Is leaf (1) Ats = 1,0 Ax < Maxas (1)
A A
Delet — =
el (tl,ts’x> Delfixr (¢1, Delete; (12,x)) -
—Is_leaf (11) Ats =tp,0 Ax > Maxag (l‘l)
A A
Delet — =
e (tl,ts’x> Delfixl (Delete; (1,x),12) @ (£3,0) -
—Is_leaf (1)) Ats =t2,13,0 Ax < Maxas (¢1)
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Delete; | — A
elete; [ —.,x | = —
! t,ts’ 11, Delfixl (Delete; (t2,x),13)

—Is_leaf (1) Ats = t2,13,0 Ax > Maxas (1) Ax < Maxas (1)
A A
Delete; [ — =
cere (tl,ts’x> 11, Delfixr (1, Deletey (t3,x)) -
—Is_leaf (l‘l) Ats =1p,t3,0 Ax > Maxos (tl) Ax > Maxog (tz).

Pre Delete takisto chceme Standardné vlastnosti:

Treegs (1) — Treegs t\ {x}
Treegz (1) — y €a3t\{x} —y gt AxF#y.

(10)
(1D

Tu vyrieSime osobitne okrajové pripady, odoberanie z prdzdneho stromu a z listu.
Na ostané pouZijeme Delete;. Ak dostaneme uzol, ktory ma jediného syna, tak
odstranime najvyssi uzol a korenl bude v jeho synovi. Obdobne ako pri vkladani, tu

je jediné miesto, kde sa meni hibka:

o\fx} =
a\{x} =e —a=x
@\ {2} =la) — a#x

A A A
. \ {x} =ts1 < Delete; (t—,x> = zADegree(z) = 1 Az =
s s

tsy,0

A A

t—\{x} =z < Delete; (t—,x> = z A Degree(z) > 1.
s s
Na zéver eSte odobranie viacerych prvokv zo stromu:

Treegs (1) — Treegs Delete list(z, Ls)

Treeys () — x €a3 Delete list(z,1s) <> x €93 t Axinls

Odoberat’ ich budeme podobne ako pri vkladani:

Delete list(z,0) =1
Delete list(z,1,1s) = Delete list(z \ {1}, 1s).
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4 Cerveno-Gierne stromy

4.1 Farbené stromy (Colored trees)

4.1.1 Konstruktory a format. Zavedieme farbené stromy. Budi to bindrne
stromy, pricom hodnoty budud uloZzené vo vnutornych uzloch. Listy nebudi obsa-
hovat’ hodnoty, a budd mat vlastne vyznam ako ukoncenie vetvy. Vo farbenych
stromoch ma navySe kazdy vrchol priradenu farbu. Farba moZe byt ¢ervena L] alebo
¢ierna M. Zadefinujeme vSak aj farbu dvojita ¢ierna [, ktort vyuZijeme neskor pri
odoberani prvkov z erveno-¢ierneho stromu. Farby aritmetizujeme do prirodzenych
¢isel nasledovne:

0=0,0
m=1,0
0=2,0.

Predikat C(c) je platny, ak c je farba. Definicia je zrejma:

c(O)
C(m)
c(o).

Dalej mdZeme prejst’ k aritmetizacii stromov, potrebujeme na to tri kontruktory:

e=0,0
©=10
x(c)

l|—r:2,x,c,l,r.

Préazdny strom alebo list budeme aritmetizovat’ konStruktorom e a tento bude mat’
stale ¢iernu farbu. Takisto pre odoberanie prvku potrebujeme dvojito ¢ierny prazdny
strom, ktory aritmetizujeme konStruktorom ©. Uzol bude aritmetizovany )%, kde
x je hodnota uloZend v uzle, ¢ je farba uzla, [ je kod l'avého a r pravého podstromu.
Rekurzivna definicia predikdtu platiaceho pre kédy farbenych stromov je:

Cbt(e)
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Cht(®)

Cbt )% — N(x) AC(c) ACbt(I) A Cbt(r).
r
StotoZnime farbené stromy s ich kédmi a odteraz budeme vraviet' farbeny strom ¢
namiesto koéd farbeného stromu 7.

4.1.2 Pomocné funkcie a predikaty. Pri farbenych stromoch nds zaujimat’
Cierna hibka stromu Bl_depth (). Bude to maximdlny pocet Ciernych vrcholov
na ceste od korena k listu. Dvojito ¢ierny uzol budeme ratat’ dvakrat. Rekurzivna
definicia:

Bl.depth (e) =0
Bl .depth(®) =1
x(m)

Bl_depth T = 1+ max(Bl.depth (/), Bl_.depth (r))
r

O
Bl depth x§ ) _ max(BLdepth (1), BLdepth (r))

|r

o
Bl.depth x§|r) = 2+ max(Bl_depth (1), Bldepth (r)).

Pri niektorych dalSich algoritmoch nés niekedy bude zaujimat’ len farba korena
podstromu, s ktorym budeme pracovat. Zavedieme teda takito funkciu Root_col (¢).
Definicia:

Root_col () =N

Root_col (®) =[]
x(c)

Root_col —= =c¢.
I|r

Pocet vrcholov stromu sa da zistit’ nasledovne:
Sz(e) =0

Sz)% = 14 Sz(l) + Sz(r).

Predikat x €. ¢ je platny, ak strom ¢ obsahuje hodnotu x. Definujeme ho dplnym
prehladdvanim stromu:

y(c)

XEcht 7 < X=Y

I|r
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y(c)
xecbt”_r <_x?"éy/\xecbtl

c
X Echt yl]_) — XFEYNXEhy LAX Epy 1
r
Budeme potrebovat’ porovndvanie stromu ¢ s nejakou hodnotou m. Pre predikat
t > m vyzadujeme aby platilo, Ze vSetky prvky v strome ¢ su vacsie ako m. Teda

Cbt(t) — t = m < Vx(x Ecpt t — x > m). (1)
Rekurziou to vyrieSime nasledovne

e >m

)%>-m<—y>m/\l>-m/\r>-m.
-

Analogicky pripad je t < m. Ma platit’
Cbt(t) — t <m > Vx(x Ecpt t — x < m). (2)
Analogicka je aj rekurzivna definicia

e <m

%%nw—y<m/\l<mAr<m.
r

Predikat sz <t je platny, ak st je podstrom stromu ¢. Pozadujeme aby platilo:

Cbt(st) ACbt(t) —

x(c) €))

stﬁt<—>stzt\/3x3€§|l§|r(t:T/\(stﬁl\/stﬂr)).
r

Rekurzivne ho definujeme takto:

St Lo« st=e

x(e)  x(e) _

t <] —= 7 —
= I|r - lr
stﬁl)@&)@#st/\stﬁl

I|r I|r
S 51)ﬂ — )@%st/\—'stﬁl/\stﬂr.
l|r I|r
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4.2 Cerveno-éierne stromy

V nasledujicom texte az do konca kapitoly budeme vychddzat z [1] az na vkladanie
prvku. Tu vyuZijeme [3].

4.2.1 Definicia. Cerveno-Gierne stromy st farbené stromy, ktoré spliiaji navyse
nasledovné vlastnosti:

1. strom je bindrnym prehladdvacim stromom,

2. kazdy uzol je bud erveny alebo ¢ierny,

3. koren stromu a kazdy list je Cierny,

4. ak je uzol Cerveny, obaja jeho synovia su Cierni,

5. &ierna hibka vietkych listov je rovnaka.

Podmienky 4 a 5 ndm zabezpecuji vyvéazenost' stromu a to tak, Ze Ziadna cesta
nebude viac ako dvakrat tak dlhd ako ktordkolvek ina.

4.2.2 Formalizacia definicie. Najprv zadefinujeme predikdt Rbst(z), platny
pre vSetky dobre skonStruované podstromy nejakého Cerveno-¢ierneho stromu:

Rbst(e)
xm
I|r
Bl.depth (/) = Bl.depth (r) ARbst(/) ARbst(r) Al = xAr <x

Rbst

Rbst xED) «— Root_col (1) = BARoot_col(r) = BA

|r
Bl.depth (7) = Bl_depth (r) ARbst(I) ARbst(r) Al = xAr < x.

Predikat Rb(z) plati pre vSetky ¢erveno-¢ierne stromy, na rozdiel od predchadza-
juceho predikatu vyzadujeme aby bol koreni Cierny. Zadefinujeme ho pomocou
Rbst(z):

Rb(e)
x(H) x(H)
Rb l]—r «— Rbst l|—r
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4.2.3 Prehladavanie. Pre prislusnost prvku x €., ¢ musi platit
Rb(t) — x €t <= X Ecp - (1)

KedZe Cerveno-Cierny strom je prehladdvacim stromom, testovanie na prislusnost’
vieme urobit bindrnym prehladdvanim:

c

xerbyl(]_r) — x<YANxEWI
c

xerb)% — X>YAXERT.

O minime plati:

Rb(t) — Minrb(¢) €, ¢ (2)
Rb(t) Ax €, t — Minrb(r) <ux. 3)

Vdaka tomu, Ze strom ¢ je usporiadany, vieme, Ze minimum leZ{ v najlavejSom
vrchole:

Minrb(e) =0

Minrb)@:x —[=e
I|r

Minrb)% = Minrb(l) « [ #e.
r

4.2.4 Insert. Vlozenie prvku do ¢erveno-¢ierneho stromu urobime nasledovne.
Najskor bindrnym prehladdvanim ndjdeme miesto, kde by sa mal nachadzat’ vkla-
dany prvok. Tu priddme Cerveny vrchol s danou hodnotou a s dvoma listami. Toto
nam vSak mdze pokazit’ Struktiru stromu, ak sme ho pridali pod Cerveny uzol.
Porusend teda mdze byt len vlastnost, Ze by po sebe nasledovali dva ¢ervené uzly.
Struktira sa nam nemusi pokazit’ vzdy, takZe potrebujeme predikat, ktory ndm
povie ¢i ju dany uzol porusuje. Potrebujeme teda predikat, ktory plati, ak je prave
jeden zo synov erveného uzla Cerveny:
x(c)
= T — Two_red (t) «» Root_col (I) = O ARoot_col (r) =RV W
Root_col (1) = BARoot_col (r) =,
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¢o sa da jednoducho zistit’ takto:

x(0)

Two_red — Root_col (1) =OARoot_col (r) =R

|r

0J
Two_red xE| ) — Root_col (1) = BARoot_col (r) = .
r

Tiez zadefinujeme predikét, ktory overi, ¢i si splnené ostatné vlastnosti:

Two_red_rbst )# —
,

Two_red )% ARDbst(1) ARbst(r) ABl.depth (1) = Bl_depth (r).

Samotnd opravu Struktdry vSak musime riesit’ z pozicie jeho otca. Budeme ju
riesit'v dvoch samostatnych funkcidch, podla toho ¢i je poSkodeny l'avy alebo pravy
podstrom. Teda ak Struktdiru porusuje koreil alebo ak mame dobry podstrom, ni¢
nebudeme opravovat. Ak je l'avy podstrom poruseny, vysledkom dpravy bude platny
podstrom, ktory bude obsahovat tie isté prvky a bude mat rovnakd hibku. Formalne
zapisané:

Rbst(r) At # eV Two_red_rbst (t) — Insfixl(t) =1¢ (2)
]
‘= x§| ) ARbst(r) A Two red_thst (1) A Bl depth (1) = Bl depth (r) — .
r
Rbst Insfixl(7)
x(H)

t= ARbst(r) A Two_red_rbst (/) A Bl_depth (/) = Bl_depth (r) —

I|r “)
Bl depth (t) = Bl _depth Insfixl(r)

x(H)
lr

Opravovat' budeme teda dva pripady, podla pozicie druhého ¢erveného uzla. Budeme
to riesit pomocou rotécii [1]:

, n(m
x(0)
(0
iy 172 ) y
pri¢om, prefarbime uzol x3 na ¢ierno.

x1 (I . ) o o
* O (ID() ) — tretia klauzula: Tu urobime najskor rotéciu vlavo okolo uzla x,
x4 (O |
e
a potom vpravo okolo xj.

t= ATwo_red rbst (I) — x €t > x €y, Insfixl(z). 3)

— druhd klauzula definicie: Urobime rotéaciu vpravo okolo uzla xp,
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Lahko vidiet, Ze sme zachovali vietky prvky a tiez, Ze &iere hibky vietkych pod-
stromov sa zachovali:

x1(c) _ xi(e)

Insfix] «— —Two_red (/
Lhirn  Lin (I1)
xi(c)  x(0) B 0
Insfixl A0 |X1(l) —Twored(h)Nc=BA] = 12|_rz A
Blrs ' ralr
]
Root_col(hL) =0A1L = x3(0)
l3]r3
x1(c)  x(0) - )
Insfixl AR |X1(l) —Twored(h)Nc=BAN] = o A
bllg 1 rq|r
]
Root_col () = MAr, = x(0)
14’}”4

Obdobne rieSime aj pripad, ak pravy podstrom poruSuje Strukturu:

Insﬁxrm = x1(0) — —Two_red (r)
hirt  hLn

xi(c) — x3(0)
l1|r1 N xl(l)|x2(l)

x2(0)

Insfixr
L|r

—Twored(ri))N\c=BAr =

0
Root_col () = OAL = x3(0)

l3]r3
x1(c)  x(0) B ~x(0)
Insfixr AR x1(.)|x4(.) —Twored(r))AN\c=BAr = birs
0 il
0
Root_col (L) =B Ar, = M.
ly|rs

Pri vkladani prvku do podstromu vyZadujeme, aby vo vyslednom strome boli
vSetky prvky pévodného stromu a tiez vkladany prvok a aby sme zachovali vysku.
Ddlezité je tiez, ze pri vkladani do podstromu s ¢iernym korefiom dostaneme dobry
podstrom. Ak vkladdme do Cerveného, vysledok moze byt aj strom, ktorého koren
porusSuje Struktiru. Této vlastnost je dolezitd aby sme po skonceni vkladania mali
platny podstrom. Tieto poZiadavky sformulujeme nasledovne:

Rbst(t) — y €p Insert; (,x) >y EptVy=x (6)
Rbst(z) — Bl.depth Insert; (¢,x) = Bl.depth (¢) (7)
Rbst(z) — RbstInsert; (¢,x) V

8
Root_col (t) = O A Two_red _rbst Insert; (¢,x). ®
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Vkladat’ prvok budeme bindrnym prehladdvanim, teda ak je prvok mensi, vloZime

.....

funkciu Insfix] alebo Insfixr podla toho, kam sme prvok vkladali. Vkladanie do listu
spociva v tom, Ze vytvorime novy ¢erveny uzol:

x(0)
ole

Insert; &,x = Insﬁle —x<y
|r Insert (1,x)|r

Insert; m,x :m<—x:y
I|r I|r

Insert m,x = Insﬁer — x>
I|r I|Insert; (r,x)

Insert; (e,x) =

Predosla funkcia ndm mohla vritit’ strom s ¢ervenym korefiom, teda eSte potre-
bujeme funkciu, ktora spliia

Rb(t) » yemptU{x} —oyeEptVy=x )

Rb(t) — Rbru{x}. (10)

A v nej vlastne len prefarbime vrchol na cierno, ak bol cerveny. Toto je jediny
spdsob ako mdzeme zvicsit Ciernu hlbku stromu:

y(H)
11|I”1

— Insert; (t,x) = ﬁ
11

tU{x} =

Pre vkladanie zoznamu prvkov musi platit’

Rb(#) — RblInsert list(z,ls) (11)
Rb(t) — x €1, Insert list(¢,ls) < x €, t VX € Ls. (12)

Postupne po jednom teda budeme prvky priddvat:

Insert_list(z,0) =1
Insert_list(¢,1,1s) = Insert_list(r U{l},1s)

4.2.5 Delete. Vymazavanie urobime podobne ako vkladanie. Problém vsak na-
stdva, ked odstratiujeme Cierny uzol, lebo listy vo vetve pod nim budd mat’ o jedno
mensiu hibku. Tu vyuZijeme farbu [J, ktord sme si na za¢iatku zadefinovali. Strom
bude mat’maximalne jeden takyto uzol, a vdaka tomu, Ze do &iernej hibky sa rita dva-
krat, ostanu zachované vSetky ostatné vlastnosti ¢erveno-¢iernych stromov. Takyto
uzol bude vlastne tieZ akysi ukazovatel na miesto, kde musime strom upravovat.
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Zadefinujeme predikéat, ktory ndm povie, ¢i korefi ma farbu [ a ¢i jeho synovia
su platné podstromy s rovnakou hlbkou:

Havedbl(®)

Havedbl)% — ¢ =[IARbst(l/) ARbst(r) ABl.depth (/) = Bl_depth (r).
r

Niekedy budeme chciet’ menit farbu korena stromu bez toho, aby nds zaujimal
zvyS$ny obsah uzla. Zavedieme operaciu Inccol(z), ktord ,,inkrementuje* farbu ko-
refia stromu . Pod inkrementéciou farby budeme chdpat’ zmenu farby z M na [
alebo z [1na M. Ak ¢ je e tak ho zmenime na ©. MdZeme teda povedat:

Rbst(t) — x €p Inccol(t) <> x €, ¢ (1)
Rbst(t) — Bl.depth Inccol(r) = Bl_depth (7) + 1 (2)
Rbst(r) — HavedblInccol(z) V RbInccol(r). 3)

Samotnd funkcia je jednoducha:

Inccol(e) = ©

Inccolx([j) = x(W)
I|r I|r

Inccolx(.) = x(D).
r l|r

Obdobne budeme potrebovat’ aj ,,dekrementovat™ farbu, postaci ndm zmena z [-]
nalaz©nae:

Havedbl(t) — Rbst Deccol(r) 4)
Havedbl(r) — x €, Deccol(t) <> x €, 3)
Havedbl(z) — Bl.depth Deccol(z) + 1 = Bl_depth (7). (6)

Definicia:

Deccol(®) = o

(@) _ x(m)
l|r Illr -

Deccol

Upravu budeme znova riesit ako pri vkladani z pozicie otca a rovnako rozliSime,
i je dvojito Cierny lavy alebo pravy syn. Ak dostaneme strom s Tavym dvojito
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Ciernym synom, chceme aby po sme po dprave dostali bud’ platny podstrom alebo
sa presunula dvojita Cierna farba na otca, zachovat vSetky prvky a tiez vysky:

Rbst(t) — Delfixlrb(r) =1 (7

t= )% AHavedbl(I) ARbst(r) ABl.depth (/) = Bl_depth (r) — ®
r

Havedbl Delfixlrb(¢) V Rbst Delfixlrb(t)

t= )% AHavedbl(I) ARbst(r) ABl.depth (/) = Bl_depth (r) — ©
r

Bl depth Delfixlrb(z) = Bl depth (7)

t= )# A Havedbl(!) A Rbst(r) ABl.depth (/) = Bl.depth (r) — (10)
r

X Ept <> x € Delfixlrb(z).

Ak budeme predpokladat, Ze [ je dvojito Cierny, méZeme rozliSit’ Styri pripady (ak
nas bude zaujimat farba korenia nejakého podstromu, napiSeme #c namiesto ?):

. (o)

l’xz(D)
12|r2

podstrom zavoldme znova funkciu Delfixl. Takto prevedieme tento pripad na

niektory z nasledujucich.

x(c ) ) . . .
° |xg—(2) — tretia klauzula: Prefarbime x; na ¢erveno, inkrementujeme farbu x
1|22\ =)
LE|r,A

a dekrementujeme farbu /.

x(c)
l| x (W)

hL|rpO
farbu /, inkrementujeme r, a x, dostane farbu povodného korena.

x(c ) , .. ,
° % — piata klauzula: Urobime rotaciu vpravo okolo x;, potom vlavo
2
| X3(|:|> ‘r .
il 112 p " .
okolo x, x3 prefarbime na farbu x, x na ¢ierno a dekrementujeme farbu /.

— druh4 klauzula definicie: Vykondme rotaciu vlavo okolo x a na lavy

— $tvrtd klauzula: Urobime rotéciu vlavo okolo x, dekrementujeme

Je dobré si uvedomit, Ze jediny pripad, kedy méZeme dostat’ strom s dvojito ¢iernym
koretiom, je pripad dva a to len vtedy, ak farba x bola Cierna. Z toho tiez dalej
vyplynie, Ze ak sme pripad jedna previedli na pripad dva, tak vysledkom bude dobry
podstrom. Definicia:

Delﬁxlrb)% = )% — Root_col (1) # [
r r
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[ Il
Delfixlrb x(c) = xa )D — Root_col(l) =EAr= x(0)
lr - Delfixirb 4 |ry L
|
Delﬁxlrb)@ = Inccol x(c) = < Root _col (1) =CIAr= M A
I|r Deccol(l)|xl22(|r2) L|r
Root_col(r2) = BARoot_col (i) =1
[ |
DelfixIrb xl(‘c) =m0 »2(c) « Root_col () =Ar= xlz(‘ ) A
r Deccol (D |Inccol(r,) 2112
Root_col(rp) =0
|
Delfixlrb X(C> = *3 (C) «— Root_col (l) =[Ar= )Cz( ) A
llr x(m) |X2(l) L
Deccol(l)|iz ! r3|ry
x3(O
Root_col(r;) = BARoot_col () =0ANL = T
3173

A analogicky postupujeme v situdcii, ked’ je dvojito ¢ierny pravy podstrom:

Delﬁxrrb)@ = xe) — Root_col (r) # [

Ir — dlr
Delfixrrb x(c) = xo(M) = < Root_col (r) =EAIl = @
llr g, |Delfixrrb xr(z—‘r) L|r
|
Delfixrrb *) — Tnceol —— ) — Root.col(r) = a7 = 28
I|r @]Deccol(r) Lra
hr,
Root_col () = BARoot_col(r;) =R
Delfixrrb xl(|c) — 20 w— — Rootcol(r) =EIAI = )# A
r InCCOl(lz)|W 2112
Root_col () =0
Delfixrrb xe) = x3(0) « Root_col(r) =LAl = X2 (W) A
l|r xz(-)| x(m) L|r
12‘13 r3\Deccol(r)
O
Root_col (12) = W A Root_col (}”2) =U0OAr= %
3173

ESte pred funkciou mazania prvku si zadefinujeme pomocnd funkciu, ktord in-
krementuje farbu stromu, ak je druhy argument [, inak vrati neporuseny strom:

Inc(¢t,0) =¢
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Inc(z, @) = Inccol(t).

Budeme pozadovat’ aby po odstraneni prvku sme dostali platny podstrom, ktory
bude obsahovat’ vSetky hodnoty povodného okrem odstraiiovanej a chceme tiez
zachovat ¢iernu hlbku:

Rbst(r) — Rbst Delete; (¢,x) (11)
Rbst(r) — Bl.depth Delete; (7,x) = Bl_depth () (12)
Rbst(t) — y €1 Delete; (£,x) <>y €, t Ax F#y. (13)

Pri vymazdvani hodnoty x zo stromu ¢ najskor bindrnym prehladdvanim ndjdeme
uzol, v ktorom je uloZend dand hodnota. Ak ani jeden z potomkov tohto uzla
nie je list, tak zoberieme minimum m pravého syna, vloZime ho do tohto uzla.
Dalej budeme pokracovat' v rekurzii v tomto synovi, budeme v$ak mazat m. Tymto
sme dosiahli, Ze ked budeme chciet’ odstranit’ nejaky podstrom, tak jeden jeho
syn bude list, teda druhy podstrom mo6Zeme ,,nadpojit™ na jeho miesto. Ak sme
odstrafiovali ¢erveny uzol, vysledny strom bude platny Cerveno-Cierny strom. Ak
sme odstrariovali Cierny uzol, tak inkrementujeme farbu pripdjaného podstromu.
Definicia:

Delete| (o,x) = o
c) y(e)
Delete; (| =, x | = Delfixltb ——————
e ( llr ,x) e Delete; (1,x)|r cEsY
y(e) y(e
Delete; (| =, x | = Delfixrtb ——————
el ( I|r ,x) e [|Delete; (r,x) x>y
Delete; m,x = Delfixrrb mic)
r [|Delete; (r,m
x=yANIl#eAr#eAMinrb(r) =m
Delete; (@,x) =Inc(l,c) — x=yANlF#oANr=e
r

Delete; ()%,x) =Inc(r,c) «— x=yAl=e.
r

Standardnd vlastnost pre odstratiovanie prvku:
Rb(t) — y€m 1\ {x} &y €mt Ay #xRb(r) — Rbr\ {x}. (14)

Takisto ako pri vkladani, mohli sme dostat’ strom, ktory nemé ¢ierny koren, tu vSak
modzeme dostat koreni s dvojite ¢iernou farbou. Takyto koren prefarbime na ¢ierno,
¢im zmenSime hlbku celého stromu:

\{xj=e 1=
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t\{x} = }% — t # o ADelete; (t,x) = )%

Pre odstrafiovanie zoznamu prvkov plati:

Rb(t) — RbDelete list(z,1s)

Rb(t) — x €1, Delete list(t,1s) < x € t Ax gIs.

Znova to vyrieSime postupnym odoberanim:

Delete list(z,0) =1
Delete list(z,1,1s) = Delete list(z \ {l},1s).
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5 Zaver

Ciele tykajuce sa implementédcie vyvazenych stromov sme splnili. Implementovoli
sme uvedené Struktiry a operdcie na nich. KedZe uzly stromov v imperativnej
definicii obsahovali smerniky nahor, vyskytli sa problémy, kedZe v deklarativnom
programovani sa ni¢ podobné ako smerniky nepouziva. Takisto nepoznidme nejaky
vSeobecny spdsob, ako takéto situdcie riesit. V nasom pripade pripade vSak bolo
rieSenie v celku jednoduché: ak sme potrebovali pracovat’ s otcom nejakého uzla,
tak sme len pockali, kym sa vynorime z rekurzie na dand uroven.

Na rozdiel od povodného ciela, vkladanie a odoberanie prvku v 2-3 stromoch sme
urobili v &asovej zloZitosti O(log? ). Bol to tistupok lepsej prehladnosti a Sitatenosti
implementécie. Principidlne uz nie je tazké upravit tito implementéciu tak, aby
splitala aj pozadovani ¢asovi zloZitost.

Samotnd Specifikacia operdcii vkladania a odoberania prvku je jednoduchd, do-
lezité vSak bolo Specifikovat’ pomocné funkcie, ktoré vyuZzivaji. Toto sme splnili a
pripravili sme dobré vychodisko na ich verifikaciu.
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