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Abstrakt

Jednoznac¢ne hranovo 3-zafarbitelné kubické grafy st predmetom sktimania uz desat-
ro¢ia. Vdaka tomu v tejto oblasti ostali najmé problémy, o ktorych sa domnievame, Ze
sa tazké. Myslime si, Ze vysledky tykajice sa grafov, ktoré maju namiesto jedného dve
farbenia moézu priniest novy pohlad aj na problémy suvisiace s jednozna¢nou hranovou
3-zafarbitelnostou. V tejto praci skimame kubické grafy s malym po¢tom hranovych
3-farbeni. Prezentujeme konstrukcie nekoneénych tried takychto grafov s cyklickou si-
vislostou 4 a obvodom 4 a 5. O grafoch z tychto tried dokazujeme, Zze skuto¢ne maju
prave 2 hranové 3-farbenia. Konstrukcie zakladame na spajani izochromatického Pe-
tersenovho 4-p6lu s inymi kubickymi 4-p6lmi. V praci opisujeme aj graf, ktory ma
spomedzi grafov do 26 vrcholov ako jediny obvod 6 a prave 2 hranové 3-farbenia. Ok-
rem toho opisujeme dalsie malé grafy s prave 2 hranovymi 3-farbeniami, ktoré st medzi

skupinou grafov s danou vlastnostou vzacne.

Kracové slova: kubicky graf, hranové 3-farbenie, pocet hranovych 3-farbeni



Abstract

Uniquely 3-edge-colorable cubic graphs have been studied for decades. As a result, most
of the problems that remain in this area are believed to be hard. We think that results
concerning graphs that have two colorings instead of one can provide a new perspective
on problems related to unique 3-edge-colorability. In this work, we investigate cubic
graphs with a small number of 3-edge-colorings. We present constructions of infinite
classes of such graphs with cyclic connectivity 4 and girth 4 and 5. For graphs from
these classes, we prove that they indeed have exactly two 3-edge-colorings. These cons-
tructions are based on junctions of an isochromatic Petersen 4-pole with other cubic
4-poles. We also describe the graph, which, among graphs with up to 26 vertices, is
the only one with girth 6 and exactly two 3-edge-colorings. Furthermore, we describe
other small graphs with two 3-edge-colorings that are rare among graphs with certain

properties.

Keywords: cubic graph, 3-edge-coloring, number of 3-edge-colorings
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Uvod

Jednozna¢ne hranovo 3-zafarbitelné grafy sa zacali skamat uz v roku 1973 [7]. Tho-
mason [10] v roku 1978 charakterizoval jednoznacne hranovo k-zafarbitelné grafy pre
k > 4. Ostéava preto zaoberat sa skimanim jednoznac¢ne hranovo k-zafarbitelnych gra-
fov pre k < 3. Vdaka rokom vyskumu si nepreskiimanymi problémami v oblasti jed-
noznac¢ne hranovo 3-zafarbitelnych grafov najmé problémy, o ktorych sa predpoklada,
ze su tazké. V tejto praci sa preto budeme zaoberat grafmi, ktoré nie st jednoznacne
hranovo 3-zafarbitelné, ale pocet ich hranovych 3-farbeni je maly. Predmetom nasho
zaujmu budi hlavne kubické grafy s dvoma hranovymi 3-farbeniami.

Je znadme, Ze jednoznacne hranovo 3-zafarbitelné kubické grafy suvisia so struktu-
rou najmensieho protiprikladu pre hypotézu o dvojitom pokryti cyklami [12]|. Verime,
7e vhlad do struktury grafov s dvoma hranovymi 3-farbeniami méZe priniest nové po-
znatky aj v tomto smere.

V roku 2015 Belcastrova a Haasova vo svojom ¢lanku prezentovali, Ze existuje ne-
kone¢ne vela jednozna¢ne hranovo 3-zafarbitelnych kubickych grafov bez trojuholni-
kov [6]. V naSej praci predstavime niekolko konstrukeii nekone¢nych tried kubickych
grafov s dvoma hranovymi 3-farbeniami, ktoré st taktiez bez trojuholnikov.

V kapitole 1 definujeme zékladné pojmy, ktoré budeme v naSej praci pouzivat. V
kapitole 2 uvddzame prehlad znamych vysledkov, ktoré pre nas buda dolezité. Da-
lej v kapitole 3 predstavime naSe konstrukcie nekonec¢nych tried kubickych grafov s
dvoma hranovymi 3-farbeniami. Najprv predstavime konstrukcie, ktoré vyplyvaji z
existencie dvojrezu alebo trojrezu v grafe. Nasledne sa pozrieme na grafy s cyklickou
stuvislostou 4. Tieto konStrukcie st zaloZzené na spajani 4-polov, o ktorych ukazeme,
ze maju vlastnosti, ktoré nam umoznuju konstruovat grafy s dvoma hranovymi 3-
farbeniami. Najdeniu tychto konstrukcii predchadzalo skiimanie Struktury kubickych
grafov s dvoma hranovymi 3-farbeniami. Na toto skiimanie sme pouzili existujlce aj
vlastné pocitacové programy, pomocou ktorych sme filtrovali grafy s istymi vlastnos-
tami. Nekonec¢né triedy, ktoré predstavime, sa nam podarilo skonstrukovat vdaka po-
zorovaniam, Ze niektoré z takto najdenych grafov sa daju rozsirovat bez porusenia ich
kIi¢ovych vlastnosti.

Konstrukcie tychto nekone¢nych tried predstavuju hlavné vysledky tejto prace. Po-

¢as vyskumu sme objavili aj niekol'ko jednotlivych kubickych grafov s dvoma hranovymi



2 Uvod

3-farbeniami, ktoré si zaujimavé z pohladu ich vlastnosti. Medzi tieto vlastnosti patri

napriklad ich obvod. Tieto grafy predstavime v kapitole 4.



Kapitola 1
Definicie

V tejto kapitole definujeme zakladné pojmy, ktoré budeme v naSej préaci pouzivat.
Niektoré zékladné pojmy tu nedefinujeme a preberame ich z prace R. Diestela [3].

V nasej préaci budeme pod pojmom graf rozumiet neorientovany graf, ktory moze
obsahovat nasobné hrany a slucky:.

Graf nazyvame k-reguldrny, ak kazdy jeho vrchol je stupna k. Kubicky graf je graf,
ktory je 3-regularny.

Hranové k-farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie f : E — {1,...,k}. Zobrazenie
f priraduje kazdej hrane e € E farbu f(e) tak, ze pre kazdu dvojicu susednych hran
e1,es € F plati f(e1) # f(e2). Neformélne, v hranovom k-farbeni maju rézne hrany
incidentné s rovnakym vrcholom priradené rozne farby. V praci budeme pouzivat pojem
farbenie, ako synonymum pre hranové 3-farbenie. Ak existuje hranové k-farbenie grafu
G, tak hovorime, Ze G je k-zafarbitelny. Na obrazkoch v tejto praci budeme farby 1, 2,
3 znacit farbami Cervend, zelena a modra v tomto poradi.

Prikladom kubického grafu, ktory nie je hranovo 3-zafarbitelny, je Petersenov graf,
ktory je zobrazeny na obrazku 1.1.

V préaci budeme spominat aj snarky. Snark je kubicky graf bez mostov, ktory nie
je hranovo 3-zafarbitelny. Prikladom snarku je préve spominany Petersenov graf.

Nech G = (V, E) je graf. Farbenia f; a f, grafu G povazujeme za ekvivalentné, ak

existuje permutacia ¢ mnoziny farieb taka, ze fi(e) = ¢(fa(e)) pre kazdé e € FE.

Obr. 1.1: Petersenov graf.



4 KAPITOLA 1. DEFINICIE

Neformalne, dve hranové farbenia povazujeme za ekvivalentné, ak jedno je permu-
taciou farieb druhého. Ak o grafe tvrdime, ze ma n hranovych 3-farbeni, myslime tym
iba navzajom neekvivalentné.

Maximalny pocet navzajom neekvivalentnych hranovych 3-farbeni grafu G oznacu-
jeme ako ¢(G). Ak pre graf G plati, ze ¢(G) = 1, tak hovorime, ze graf G je jednoznacne
hranovo 3-zafarbitelny.

Prejdime ku definicii pojmu cyklickej suvislosti. T preberame z prace Z. Dvoraka
a spol. [8]. Cyklicky hranovy rez grafu G je mnozina hran, ktoré ked z G odstranime,
tak vysledny graf bude obsahovat aspon 2 komponenty obsahujtice cyklus. Cyklickd

suvislost grafu G je velkost najmensieho cyklického hranového rezu.

1.1 Multipoly

V nagej praci budeme pracovat aj so Struktidrami znadmymi ako multipoly. Multipél
sa od grafu liSi tym, Ze nie vSetky konce jeho hran musia byt incidentné s nejakym
vrcholom. M6zZe dokonca obsahovat hrany, ktoré nie st incidentné so ziadnym vrcholom.
S multipélmi sa moézeme stretnat napriklad v pracach [4, 14, 9]. Prejdime teraz ku
formalnej definicii multip6lu a stvisiacich pojmov. Nasledovné definicie st prebraté z
prace J. Rajnika [9].

Multipdl je usporiadana dvojica M = (V (M), E(M)), kde V(M) je mnozina vrcho-
lov a (M) mnozina hran. Kazdy z dvoch koncov hrany multip6lu méze byt incidentny
s vrcholom multip6lu. Hrana multipolu, ktorej oba konce st incidentné s vrcholmi, sa
nazyva spojnica. Ak iba jeden koniec hrany multipolu je incidentny s vrcholom, ozna-
¢ime takid hranu ako visiaca hrana. Multipol s k visiacimi hranami nazyvame k-pol. Ak
je visiaca hrana incidentnd iba s vrcholom u, budeme na nu odkazovat ako na hranu
{u}. Pre prehladnost zapisu budeme pre tito hranu pouzivat oznacenie u, ak je z
kontextu jasné, ze nemyslime vrchol u. Rézne hrany, ktoré st incidentné s tym istym
vrcholom, budeme nazyvat susedné.

Polhrana je koniec visiacej hrany multipolu, ktory nie je incidentny s vrcholom.
Nech (e, ..., ex) je linearne usporiadanie polhran k-pélu M. Potom k-pol M nazyvame
usporiadany a oznacujeme ho ako M(ey, ..., eg).

Podobne ako sme definovali farbenie grafu mozeme definovat aj farbenie multipolu.
Hranové k-farbenie multipolu M je zobrazenie f: E(M) — {1,...,k} také, ze pre
susedné hrany e; # ey plati f(e1) # f(ea).

Definujme dalej typ 3-farbenia pre multipdl. Nech M (eq, ..., ex) je k-pol a f je jeho
hranové 3-farbenie. Hovorime, Ze toto farbenie je typu (g(e1), ..., g(ex)), kde g je to z
farbeni ekvivalentnych s f, ze (g(e1), ..., g(ex)) je lexikograficky najmensie mozné.

Nech i < j a €} a € su dve polhrany usporiadané¢ho k-polu M(e), ... ¢€}), také

J



1.1. MULTIPOLY 5

7e €. je koniec hrany e; a €. je koniec hrany e;. Spojenie polhran €; a ¢’ definujeme
7 7 J ? J

nasledovnym spdsobom.

o Ak e; # ej, tak pridame nova hranu h a odstranime hrany e; a e;. Hrana h bude
incidentné s vrcholmi, ktoré boli incidentné s hranami e; a e;. Tym vznikne novy

A (! / / / !/ /
(k —2)-pol M'(ey, ... € 1, €1, €51 €1s - €L)-

o Ak e; = ej, tak e; je izolovana hrana, ktort z M odstranime, ¢im ziskame (k — 2)-

pol.

Nech M(ey,...,ex), N(hq,..., hy) st dva usporiadané k-poly. Spojenim tychto k-
polov je graf, ktory vznikne ich disjunktnym zjednotenim a spojenim polhran e; a h;
pre i € {1,...,k}. Oznac¢ujeme ho ako M *x N.
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Kapitola 2
Zname vysledky

V tejto kapitole uvedieme niektoré zname vysledky, ktoré su dolezité pre nasu préacu.

2.1 Paritna lema

Viacero dokazov v oblasti farbeni grafov vyuziva poznatok zndmy ako paritna lema.
T sformuloval uz v roku 1948 Descartes [2]. Najskor si dokdZeme pomocné tvrdenie,

ktoré vyuzijeme v dokaze samotnej paritnej lemy.

Tvrdenie 2.1. Nech G = (V| E) je kubicky graf. G ma hranové 3-farbenie prave vtedy,
ked G ma nikde nulovy (Zy X Zs)-tok.

Dékaz. (=) Nech G mé hranové 3-farbenie. Existuje bijekcia medzi mnozinou {1, 2, 3}
a Zy X Zs \ {(0,0)}. Na farby hran sa teda moézeme pozerat ako na prvky zo Zs x
Zs \ {(0,0)}. Kazdy vrchol grafu G je incidentny s troma hranami, ktoré maju farby
{(0,1),(1,0), (1,1)}. V Zy x Zy plati, ze (0,1) + (1,0) + (1,1) = (0,0). Teda pre kazdy
vrchol grafu G plati, Ze stcet farieb hran s nim incidentnych je nulovy. Orientécie
hran moézeme zanedbat, pretoze v Zs X Zs je kazdy prvok svojim vlastnym inverznym
prvkom. Takto sme skonstruovali nikde nulovy (Zs X Zs)-tok k hranovému 3-farbeniu
grafu G.

(«<=) Nech G ma nikde nulovy (Zy X Zs)-tok. Kazdy vrchol grafu G je incidentny s
troma hranami, ktoré majia hodnoty tokov {(0, 1), (1,0),(1,1)}, lebo ziadna in& kom-
binacia hodnoét zo Zy x Zs by nebola v stucte nulova. Tento tok je hranovym 3-farbenim
grafu G farbami (0,1), (1,0) a (1,1). Prvky (0,1), (1,0) a (1,1) z Zy X Zs budt zod-

povedat farbam 1, 2 a 3 v hranovom 3-farbeni. O]

Paritna lema hovori, ze ak méa kubicky graf hranové 3-farbenie, tak pre kazdy hra-
novy rez plati, ze pocet hran rezu zafarbenych tou istou farbou je parny alebo neparny

podla toho, ¢ je velkost rezu parna alebo neparna. Znenie paritnej lemy je nasledovné.

7



8 KAPITOLA 2. ZNAME VYSLEDKY

Lema 2.2. (Paritnd lema) Nech G je kubicky graf. Ak G mé hranové 3-farbenie
[ E(GQ) — {1,2,3}, tak pre kazdy hranovy rez T plati [T N f~1(i)| = |T| (mod 2)
pre vietky i € {1,2,3}.

Dokaz. Ak G ma hranové 3-farbenie, tak z tvrdenia 2.1 vyplyva existencia nikde nulo-
vého (Zg X Zs)-toku. V nikde nulovom toku pre kazdy hranovy rez plati, Ze sucet tokov
hran na tomto reze je nulovy. Ak teda ozna¢ime n; = |f~1(i) N T, tak pre hranovy rez
T musi platit ny-(0,1)+n2-(1,0)+n3-(1,1) = (0,0). Z toho ng+n3 = 0 (mod 2) a tiez
ni1 +mn3 = 0 (mod 2). Potom ale ny = ny = ng (mod 2). Rovnaka parita tu znamena
aj to, ze ny = ny = ng = |T| (mod 2), ¢ize | T N f71(i) | = |T| (mod 2) pre vietky
i€ {1,2,3). O

2.2 Pocet hranovych 3-farbeni kubického grafu

Pocet hranovych 3-farbeni kubického grafu zavisi od jeho struktiry. Preto sa postupne
pozrieme na niektoré vlastnosti kubickych grafov a na to, aky vplyv maju tieto vlast-
nosti na pocet hranovych 3-farbeni. Na tieto vysledky nadviazeme v kapitole 3, kde

skonstruujeme nekone¢né triedy grafov s dvoma hranovymi 3-farbeniami.

Tvrdenie 2.3. Nech G je kubicky graf obsahujici most. Potom G nema hranové 3-

farbenie.

Doékaz. Nech by graf G mal hranové 3-farbenie. Potom hrana, ktoréd je mostom, a teda
tvori 1-rez v tomto grafe, musi mat priradend nejaki farbu. Bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme predpokladat, ze tato hrana je zafarbené farbou 1. Nech a; je pocet hran v
tomto 1-reze, ktoré maju v tomto farbeni priradent farbu ¢ pre vsetky ¢ € Z3. O pocte
hran zafarbenych farbou 1 v tomto 1-reze vieme, Ze a; = 1 (mod 2). Zvysné farby sme
nepouzili, takze as = az = 0 (mod 2). Teda a; # as = a3 (mod 2), ¢o je spor s paritnou

lemou. O

7 tvrdenia 2.3 vyplyva, ze kubické grafy obsahujice most pre nis nebudi zaujimavé.
Okrem toho pre nés nebudi zaujimavé ani grafy obsahujtuce trojuholnik. To je kvoli
vlastnostiam transformacii znamych ako A—Y a Y —A. Aplikaciou tychto transformacii
na kubicky graf sa pocet jeho hranovych 3-farbeni nezmeni. PopiSme teraz, v ¢om
tieto transformacie spocivajiu. Nech ujusus je trojuholnik v kubickom grafe GG. Nech
u; je okrem vrcholov trojuholnika susedny este s vrcholom v; pre vsetky ¢ € {1, 2, 3}.
Vykonanie A=Y transformdcie spoc¢iva v odstraneni vrcholov uy, us, us z grafu GG spolu
s hranami s nimi incidentnymi a naslednom pridani nového vrchola w a hran wvy, wvs
a wvs, ako je zndzornené na obrazku 2.1. Transformdcia Y — A je, neformélne, opac¢nou
operaciou ku A—Y. Transformacia A—Y z trojuholnika vytvori vrchol a transformacia

Y — A vymeni vrchol za trojuholnik.
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Obr. 2.1: Transforméacia A — Y.

1

1

Obr. 2.2: 2-rez v kubickom grafe G.

Prejdime teraz ku zndmym tvrdeniam o pocte hranovych 3-farbeni kubickych gra-
fov skon$truovatelnych spojenim dvoch 2-polov, alebo dvoch 3-poélov. Tieto ukézali

Belcastrova a Haasova [5].

Tvrdenie 2.4. Nech G je kubicky graf obsahujici 2-rez pozostavajuci z hran wjus,
v1vy. Nech tento 2-rez rozdeluje graf G na grafy Gy a Gy. Nech G} = Gy Uwujv; a
¢(G) = a. Nech G = G U ugvs a ¢(GY) = b. Potom ¢(G) = 2ab.

Dékaz. Pozrime sa na to, aké farby mézu mat hrany 2-rezu v nejakom hranovom 3-
farbeni. Nech a; je pocet hran v tomto 2-reze, ktoré maji v tomto farbeni priradent
farbu i pre vSetky i € {1,2,3}. Z paritnej lemy musi platit a; = ay = a3 = 2 (mod 2). Z
toho je zjavné, Zze obe hrany daného 2-rezu musia mat v T'ubovolnom 3-farbeni rovnaku
farbu. Totiz, ak by tieto dve hrany mali priradené rozne farby, tak by pre niektoré z a;
platilo a; = 1 #Z 0 (mod 2), ¢o by bolo v spore s paritnou lemou.

Teraz vyjadrime pocet hranovych 3-farbeni grafu G pomocou poc¢tov hranovych
3-farbeni grafov G| a G. Grafy G| a G, st zjavne kubické, pretoze sme predpokladali,
ze G bol kubicky. Situacia je zobrazena na obrazku 2.3.

Predpokladame, 7Ze ¢(G) = a a ¢(G%) = b. Kol'ko hranovych 3-farbeni ma G?7 Staci
nam obmedzit sa na farbenia, v ktorych maja hrany u;v; farbu 1. Situacia je zobrazena
na obrazku 2.2. Z takto zafarbenych grafov G| a G, totiz vieme priamodiaro vytvorit
farbenie grafu G tak, ze z grafov G| a G, odstranime hrany u;v; zafarbené farbou 1 a
pridame hrany wujyus, v1v9, taktiez zafarbené farbou 1.

Ak graf G| zafarbime lubovolnym z jeho a neekvivalentnych hranovych 3-farbeni a

graf G, zafarbime Tubovolnym z jeho b neekvivalentnych hranovych 3-farbeni, spojenie
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Obr. 2.3: Grafy G| a G,

tychto dvoch zafarbenych grafov do grafu G vyssie popisanym spdsobom vedie ku
validnému hranovému 3-farbeniu grafu G. Graf G ale nebude mat ab hranovych 3-
farbeni. Zoberme dve ekvivalentné hranové 3-farbenia grafu G5. Ku kazdému z takto
ekvivalentne zafarbenych dvoch grafov GY, moézeme pripojit Tubovolne, az na farbu
hrany w;v; zafarbeny graf G vyssie popisanym spoésobom. Tym dostaneme dva rozne
zafarbené grafy (G. Takto ziskané farbenia vSak uz nie st ekvivalentné. Z toho je uz

Tahko vidiet, Ze celkovy pocet hranovych 3-farbeni grafu G je 2ab. O

Dosledkom tvrdenia 2.4 je aj to, ze aplikacie A —Y a Y — A trasformécii nemenia
pocet hranovych 3-farbeni grafu.

Pre grafy obsahujice 3-rez ukazeme podobné tvrdenie ako pre grafy obsahujtce
2-rez. Obidve tieto tvrdenia nam davaju navod na konstrukciu nekonec¢nych tried ku-
bickych grafov s dvoma hranovymi 3-farbeniami, na ktoré sa pozrieme v kapitole 3.

Toto tvrdenie pochadza z prace Belcastrovej a Haasovej [5].

Tvrdenie 2.5. Nech G je kubicky graf obsahujici 3-rez pozostavajuci z hran wjus,
v1V9, wiws. Nech tento 3-rez rozdeluje graf G na grafy G, Gy. Nech G} = Gy Uuqz U
vizy Uwizy a ¢(G)) = a. Nech Gy = Gy U ugwy U vaxe U wexs a ¢(Gh) = b. Potom
¢(G) = ab.

Doékaz. Pozrime sa na mozné farby hran trojrezu v nejakom hranovom 3-farbeni. Nech
a; je pocet hran v tomto trojreze, ktoré maju v tomto farbeni priradeni farbu ¢ pre
vietky i € {1,2,3}. Z paritnej lemy musi platit a; = ay = a3 = 3 (mod 2). Kedze
3 =1 (mod 2). Odtial vidime, ze hrany trojrezu musia mat v l'ubovolnom 3-farbeni
rozne farby. Totiz, ak by dve hrany mali priradené rovnaké farby, tak by pre niektoré
z a; platilo a; = 2 # 1 (mod 2), ¢o by bolo v spore s paritnou lemou. Ak by mali tri
hrany priradené rovnaké farby, tak by pre niektoré z a; platilo a; = 0 Z 1 (mod 2), ¢o
by bolo tiez v spore s paritnou lemou.

Grafy G| a G}, su zjavne kubické, pretoze sme predpokladali, ze G bol kubicky.
Schématické zobrazenie tychto grafov je na obrazku 2.5.

Ak graf G| zafarbime Iubovolnym z jeho a neekvivalentnych hranovych 3-farbeni
a graf G, zafarbime Tubovolnym z jeho b neekvivalentnych hranovych 3-farbeni, tak

farbenie grafu G vieme vytvorit tak, ze pre toto dané farbenie grafu G spermutujeme
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Obr. 2.4: Trojrez v kubickom grafe G.

1

Obr. 2.5: Modifikacia grafu G na grafy G| a Gj,.

farby tak, aby hrany usxs, vox9, wexs mali farby po dvojiciach rovnaké ako hrany u 1,
vix1, wiz. Nésledne tieto dva grafy spojime do grafu G tak, ze hrany uixy, vizq, wixy
a UgTy, Uay, WoTo Odstranime a priddme hrany uqus, v1v9, wiws zafarbené rovnako ako
hrany iz, vix1, wix;. Kazdé z b hranovych 3-farbeni grafu G, moézeme takto sparovat
s kazdym z a hranovych 3-farbeni grafu G;. Ak by sme zvolili ini permutéaciu farieb v
grafe G, tak by sme ho nevedeli napojit na graf G'|. Preto celkovy pocet hranovych

3-farbeni grafu G je ab.
O

2.3 Jednoznacne hranovo 3-zafarbitelné grafy

Jednozna¢ne hranovo 3-zafarbiteIné kubické grafy st skumané uz desatrocia, vdaka
¢omu pozname nekonecné triedy takychto grafov. Najprv vsak boli zname iba graf K,
a grafy, ktoré z K, dostaneme operaciou ¥ — A. To viedlo k domnienke, Ze kazdy
jednozna¢ne hranovo 3-zafarbitelny graf je planarny a obsahuje trojuholnik. Fiorini a
Wilson [11] dokazali, Ze tato domnienka je nespravna. Graf P(9,2) (vid obrazok 2.6),
ktory nasli, je jednoznacne hranovo 3-zafarbitelny, neobsahuje trojuholnik a nie je pla-
narny. Na zéklade grafu P(9,2) neskor Belcastrova a Haasova skonstruovali nekoneénu
triedu jednozna¢ne hranovo 3-zafarbitelnych kubickych grafov bez trojuholnikov [6].
Pri konstrukcii tejto nekonecnej triedy vyuzili tvrdenie 2.5. VSetky zname jednoznacéne
hranovo 3-zafarbitelné kubické grafy ale maju cyklicku savislost nanajvys 3, okrem

grafu P(9,2), ktory ma cyklicka suvislost 5.
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Obr. 2.6: Graf P(9,2).

2.4 Farbenie hran 4-rezu

Jednoduchym rozborom pripadov podla paritnej lemy je lahké dokazat nasledujuce

tvrdenie o farbeni hrén 4-rezu.

Tvrdenie 2.6. Nech G je kubicky graf obsahujici 4-rez. Potom hrany tohto 4-rezu
maju v kazdom hranovom 3-farbeni jedno z nasledujucich priradeni farieb: (1, 2, 1, 2),
(17 27 27 1)7 (17 17 2’ 2)7 (17 17 17 1)'

2.5 Izochromaticky Petersenov 4-p6l

V tejto Casti sa pozrieme na vlastnosti konkrétneho 4-pélu a urc¢ime, ako vieme zafar-
bit jeho visiace hrany. Tieto poznatky nam pomdzu pri konstrukeii nekoneénych tried
kubickych grafov s dvoma hranovymi 3-farbeniami.
Graf na obrazku 2.7 je znamy ako izochromaticky Petersenov 4-pél. Pod pojmom izoc-
hromaticky Petersenov 4-p6l budeme rozumiet usporiadany izochromaticky Petersenov
4-pol s poradim visiacich hran pg, p7, pg, p2. Tento 4-po6l budeme v tejto préaci oznacovat
P.

Nasledovné vysledky o izochromatickom Petersenovom 4-poéle pochédzaju z préce
Chladného a Skovieru [14].

Tvrdenie 2.7. Existuje prave jedno 3-farbenie izochromatického Petersenovho 4-p6lu
typu (1, 1, 1, 1) a prave dve 3-farbenia typu (1, 1, 2, 2). Farbenie ziadneho iného typu

neexistuje.

Dékaz. 7 tvrdenia 2.6 vieme, Ze kazdé hranové 3-farbenie je jedného z typov (1, 2, 1,
2),(1,2,2,1), (1,1, 2,2), (1, 1, 1, 1). Sporom ukaZeme, Ze farbenie typu (1, 2, 1, 2)
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Obr. 2.7: Izochromaticky Petersenov 4-pol.

Obr. 2.8: Doplnenie na Petersenov graf.

a (1,2, 2, 1) nie je v pripade izochromatického Petersenovho 4-p6lu mozné.
Nech by existovalo farbenie typu (1, 2, 1, 2), alebo (1, 2, 2, 1). Izochromaticky Peter-
senov 4-po6l vieme doplnit na Petersenov graf pridanim 4-pélu z obrazku 2.8.

Ak je vzniknuty 4-rez zafarbeny farbami (1, 2, 1, 2), alebo (1, 2, 2, 1), tak hranu
medzi vrcholmi pg a pyg vieme ofarbit farbou 3. V predpokladoch tvrdenia mame, Zze
zvySok izochromatického Petersenovho 4-pélu vieme zafarbit. Z toho vyplyva, Ze sme
nasli hranové 3-farbenie pre Petersenov graf, ¢o je v spore s tym, Ze tento graf nie je
hranovo 3-zafarbitelny. Preto izochromaticky Petersenov 4-pol nema hranové 3-farbenie
typu (1, 2, 1, 2), ani typu (1, 2, 2, 1).

Preverenim vsetkych moznosti Tahko overime, Ze farbenie typu (1, 1, 1, 1) je jediné.
Toto farbenie je zobrazené na obrazku 2.11. Rovnako aj v pripade farbenia typu (1, 1,

2, 2) preverime vSetky moZnosti a zistime, Ze existuju prave dve farbenia tohto typu.

Obr. 2.9: Petersenov graf.
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Obr. 2.10: Farbenie izochromatického Pe- Obr. 2.11: Farbenie izochromatického Pe-
tersenovho 4-pélu typu (1, 1, 2, 2). tersenovho 4-polu typu (1, 1, 1, 1).
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Obr. 2.12: Iné farbenie izochromatického Petersenovho 4-polu typu (1, 1, 2, 2).

Tieto farbenia st zobrazené na obrézkoch 2.10 a 2.12. Farby 1, 2 a 3 st zobrazené

¢ervenou, zelenou a modrou farbou v tomto poradi. O

Pre lepsiu prehladnost si zhrnieme poznatky o izochromatickom Petersenovom 4-

pole v tabulke 2.1.

Typ farbenia | Poc¢et hranovych 3-farbeni
(1, 1,1, 1) 1
(1,1, 2, 2) 2
(1,2,2,1) 0
(1,2, 1,2) 0

Tabul'ka 2.1: Vlastnosti hranovych 3-farbeni izochromatického Petersenovho 4-poélu.



Kapitola 3
Nekonecéné triedy grafov

V tejto kapitole sa pozrieme na niektoré nekonecné triedy kubickych grafov, ktoré
maji prave dve hranové 3-farbenia. Uvodné sekcie 3.1 a 3.2 obsahuju konstrukcie,
ktoré nie st nasimi vysledkami. Jedna sa iba o priame désledky znamych tvrdeni. V
dalsich sekciach ale predstavime nase konstrukcie nekoneénych tried kubickych grafov s
cyklickou stvislostou 4 a obvodom 4 a 5 s prave dvoma hranovymi 3-farbeniami. Tieto

konstrukcie predstavuju hlavny prinos tejto prace.

3.1 Triedy s 2-rezom

Z tvrdenia 2.4 mdzeme lahko vidiet, ze aby mal kubicky graf G obsahujuci 2-rez préve
dve hranové 3-farbenia, musia byt podgrafy G} a G, z obrazku 2.3 jednoznac¢ne hranovo

3-zafarbitelné.

Toto pozorovanie nam dava navod na konstrukciu nekonec¢nej triedy kubickych gra-
fov s prave dvomi hranovymi 3-farbeniami. Potrebujeme na to iba nekone¢ni triedu
jednozna¢ne 3-zafarbitelnych kubickych grafov. Z nich mézeme vybrat Tubovolné dva,
nie nutne rozne, grafy a spojit ich 2-rezom. Spojenie 2-rezom znamena, Ze v jednom
grafe si zvolime Tubovolni hranu uqv;, v druhom grafe si zvolime I'ubovolna hranu usv,
a tieto hrany odstranime a namiesto nich pridame hranu wu,us a vivy. Jednoznacne
3-zafarbitelné grafy boli a st predmetom rozsiahlejsiecho skiimania, vdaka ¢omu su
nekoneéné triedy takychto grafov zname. Jednu z takychto tried popisali napriklad

Belcastrova a Haasova [6].

Okrem toho z tvrdenia 2.4 vyplyva aj to, ze kubicky graf obsahujtci 2-rez musi mat

parny pocet hranovych 3-farbeni.

15
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3.2 'Triedy s 3-rezom

Z tvrdenia 2.5 vyplyva, ze pre kubicky graf obsahujici 3-rez s dvoma hranovymi 3-
farbeniami musi platit, ze jeden z grafov G a G z obrazku 2.5 musi byt jednoznac¢ne
hranovo 3-zafarbitelny a druhy musi mat dve hranové 3-farbenia.

Aj tato skutoc¢nost nam dava navod na konstrukciu nekonecnej triedy kubickych
grafov s prave 2 hranovymi 3-farbeniami. Staci zobrat Tubovolny kubicky graf, ktory je
jednozna¢ne hranovo 3-zafarbitelny a spojit ho s kubickym grafom s dvoma hranovymi
3-farbeniami. Tymto dvom grafom odtrhneme po jednom vrchole a tieto dva 3-poly
spojime. Takto ziskany graf bude mat podla tvrdenia 2.5 dve hranové 3-farbenia.

Tieto konstrukcie st vSak jednoduchou zmenou znédmych tried kubickych grafov.
Preto su pre nas zaujimavé kubické grafy, ktoré maju cyklicka suvislost 4. Dalej sa

budeme venovat prave takymto grafom.

3.3 Trieda s cyklickou suvislostou 4 a obvodom 4

V tejto casti zostrojime nekone¢ni triedu kubickych grafov s cyklickou suvislostou 4 a
obvodom 4, ktoré maji prave dve hranové 3-farbenia. Z cyklickej stvislosti 4 vyplyva
existencia 4-rezu. Budeme preto hladat rozne 4-poly, ktoré budeme po dvoch spajat.
Zaujimajua nas také dvojice 4-polov, ze z poc¢tu ich hranovych 3-farbeni budeme vediet
urcit pocet farbeni vysledného grafu. Jednym z vhodnych 4-pélov moéze byt izochroma-
ticky Petersenov 4-pol, ktory sme predstavili v kapitole 2. V tejto sekcii predstavime
novu konstrukciu 4-pélov, ktoré budi vhodné pre nase tcely. Nazyvame ich 5.

Kubicky 4-poél Sy skonstruujeme nasledovnym sposobom. Zoberieme dve cesty Py
a Py. Cesta Px bude mat dlzku k + 2 a cesta Py bude mat dlzku k. Prvy vrchol
cesty Px oznac¢ime z( a posledny vrchol zp,o. Vrcholy cesty Py oznac¢ime yi, ..., Yki1-
Korespondujtce vrcholy ciest Py a Py, teda x;, y;, spojime. Vrcholy xy a xyyo tiez
spojime hranou. Na zaver pripojime visiace hrany k vrcholom xg, y1, T2 a yx, vdaka
¢omu bude Sy kubickym 4-poélom. Nékres 4-polu S; je na obrazku 3.1.

Formélne je Sy kubicky 4-poél pozostavajuci z mnoziny V={xo,. .. ,Tri2,Y1,- - - ;Yk+1},
amnoziny B = {z;x;41 |1 € {0,...,k+ 1} U{yyipr | i€ 1, . k+ 1} U{ny, | i €
{1,... k+ 1} U{zoxkia} U{xo, v1, Thro, Yrr1}-

S tymto 4-pélom budeme pracovat, ako s usporiadanym 4-pélom, kde visiace hrany
budit usporiadané v poradi xg,y1, Yk, Trr2. Teda pod 4-pélom S, budeme rozumiet
4-pol Si(wo, Y1, Y, Tr+2)-

Bude pre nas uzito¢né vediet sa odkazovat na Stvoruholniky 4-polu Sg.

Definicia 3.1. Stvoruholnik i Yy pre i € {1,..., k} nazyvame i-tym Stvoru-

holnikom 4-polu Sy. Hrany z;y; a x;11y;11 sa nazyvaju vnitorné hrany i-teho Stvor-
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Obr. 3.1: Graf S;.

Obr. 3.2: Graf Si.

uholnika. Hrana y;y;11 sa nazyva spodnd hrana i-teho Stvoruholnika. Hrana z;x; 1 sa

nazyva vrchnd hrana i-teho Stvoruholnika.

Niekedy pre nas bude vyhodné pozerat na graf S, namiesto 4-p6lu Sy. Graf S},
vznikne z 4-polu Sy tak, ze pridame hrany xoy; a xpioyr a odstranime visiace hrany.

Priklad modifikacie 4-polu S; na graf S4 je zobrazeny na obrazku 3.2.

Tvrdenie 3.2. Pre kazdé kladné neparne k existuje jediné hranové 3-farbenie f 4-polu
Sk typu (1, 1, 1, 1).

Doékaz. Ukdzme najskor existenciu. Visiace hrany xg a y; ofarbime farbou 1. Hranu
ToTpro ofarbime farbou 3. Na ceste g, ..., z, 2 sa budu striedat farby 2 a 1 v tomto
poradi. Na ceste y1, ..., yrs1 sa taktiez budi striedat farby 2 a 1 v tomto poradi. Vsetky
hrany x;y; pre ¢ € {1,...,k + 1} buda mat farbu 3. Takto skonstruované farbenie je
validnym 3-farbenim k-poélu Sy.

Ukazme teraz jednoznac¢nost. Je Tahké vidiet, Ze ak existuje m neekvivalentnych

3-farbeni k-polu Sy typu (1,1, 1,1), tak existuje aj m neekvivalentnych farbeni k-polu
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Sk typu (1,1,1,1), kde hrana xgzy2 méa farbu 3. Tiez je lahké vidiet, Ze ku kazdému
3-farbeniu typu (1,1,1,1) k-p6lu Sy existuje prave jedno farbenie grafu Sj, ktoré ma
hrany zoy; a Tri1yrr1 ofarbené farbou 1 a naopak. Preto stac¢i ukazat, ze 3-farbenie
grafu S, ktoré ma hrany xoy; a Tgi1yk+1 ofarbené farbou 1 je jednoznacéné. Kedze
S). je graf, mdzeme nan aplikovat paritni lemu. Pozrime sa na 3-rez tvoreny hranami
ToTkao, TiTiy1 & YiYir1 pre lubovolné pripustné i. Z paritnej lemy a ofarbenia hrany
ToTryo farbou 3 vyplyva, ze hrany x;x;11 a ;1,41 musia mat farby 1 a 2 v nejakom
poradi. Z predchédzajiceho faktu a ofarbenia hrany xyy, farbou 1 vidno, Ze na ceste
Xo, - . - Tryo sa musia striedat farby 2 a 1 v tomto poradi a na ceste y1, ..., yr1 sa musia
striedat farby 1 a 2 v tomto poradi. To ale jednoznac¢ne urcuje aj farby hran z;y;, ktoré

vSetky musia mat farbu 3. m

Tvrdenie 3.3. Pre ziadne kladné neparne k neexistuje hranové 3-farbenie 4-poélu Sy
typu (1, 1, 2, 2).

Dékaz. Sporom. Predpokladajme, Ze existuje hranové 3-farbenie f 4-polu Sy typu (1,
1, 2, 2) pre nejaké kladné neparne k. Potom v tomto farbeni hrana zozy,o musi byt
zafarbené farbou 3.

Farbenie 4-polu Sy typu (1, 1, 2, 2) modifikujeme na farbenie f’ grafu S), tak, ze
f(xoy1) = f(y1) a f'(zks2uk) = f(yr) a ostatné hrany st zafarbené rovnako ako v f.

Ozna¢me i-ty Stvoruholnik v grafe S) ako T; pre i € {1,...,k}. Z paritnej lemy
vyplyva, ze v kazdom hranovom 3-farbeni musia byt xozy 2, vrchné hrana T; a spodné
hrana T; zafarbené réznymi farbami, lebo tvoria 3-rez v grafe S;. Kedze hrana xoxy o
je zafarbena farbou 3, tak vrchna a spodna hrana Stvoruholnika 7T; musia byt zafarbené
farbami 1 a 2, alebo 2 a 1 v tomto poradi. Ak existuje farbenie 4-polu Sy typu (1, 1,
2, 2), vrchna hrana x; 1x;, Stvoruholnika T;,; musi byt zafarbena farbou f(y;y;11) a
spodnd hrana y;,1y;,2 Stvoruholnika 7;,; musi byt zafarbena farbou f(x;x;.1). Preto
na ceste y1,...,yrr1 sa musia striedat farby 1 a 2. Hrana y;y, v tomto type farbenia
musi byt zafarbené farbou 2, pretoze visiaca hrana z vrcholu y; ma byt zafarbena
farbou 1. Preto posledné hrana y,yr.1 na ceste y, ..., yrr1 musi byt zafarbené farbou

2, ¢o je spor s tym, ze visiaca hrana z vrcholu y;.; ma mat farbu 2.

[]

Tvrdenie 3.4. Pre kazdé parne k > 0 existuje jediné hranové 3-farbenie 4-polu Sy
typu (1, 1, 2, 2).

Doékaz. Dokaz je analogicky dokazu tvrdenia 3.2. [

Tvrdenie 3.5. Pre ziadne parne k neexistuje hranové 3-farbenie 4-polu Sy typu (1, 1,
1, 1).

Dékaz. Dokaz je analogicky dokazu tvrdenia 3.3. [
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Typ farbenia | Parita k& | Pocet farbeni
(1,1,1,1) | neparne 1
(1, 1,1, 1) parne 0
(1, 1,2,2) | neparne 0
(1,1, 2,2) parne 1

Tabulka 3.1: Vlastnosti hranovych 3-farbeni 4-polov Sy.

Obr. 3.3: Graf P * Sj3.

V tabulke 3.1 zhrnieme vlastnosti hranovych 3-farbeni 4-po6lov Sy

Teraz sa pozrieme na nekonecni triedu kubickych cyklicky stvorsivislych grafov s
prave dvoma hranovymi 3-farbeniami a obvodom 4. Najprv si tito triedu definujeme
a nasledne ukdzeme, Ze ma tieto vlastnosti. Do tejto triedy patria vSetky grafy P xSy,
kde P je izochromaticky Petersenov 4-pol.

Na obrazku 3.3 je priklad grafu z tejto triedy, ktory vznikne spojenim 4-polu S; a

izochromatického Petersenovho 4-pélu.

Veta 3.6. Pre vsetky kladné k plati, ze graf P x S, je kubicky cyklicky 4-suvisly s

obvodom 4 a méa prave dve hranové 3-farbenia.

Dokaz. Skutocnost, ze graf P % Sy je kubicky, cyklicky Stvorsuvisly s obvodom 4 je
zrejmé. Dokézeme, ze graf P % .S, méa prave dve hranové 3-farbenia. Rozoberieme dva
pripady, kedy je k neparne a kedy je k parne.
Pre neparne k z tvrdenia 3.2 vieme, Ze existuje farbenie 4-polu Sy typu (1, 1, 1, 1).
Tiez z tvrdenia 3.3 vieme, Ze ziadne farbenie 4-polu Sy nemdze byt typu (1, 1, 2, 2).
Pre Petersenov 4-pol vieme, Ze existuju farbenia typu (1, 1, 2, 2), alebo (1, 1, 1,
1) z tvrdenia 2.7. Farbenie izochromatického Petersenovho 4-polu ziadneho iného typu

neexistuje.
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7 toho vyplyva, Ze 4-rez rozdelujuci graf P % S, na 4-pol S, a izochromaticky
Petersenov 4-pol moéze byt zafarbeny iba farbami (1, 1, 1, 1). Z tvrdenia 3.2 vyplyva,
ze existuje jediné 3-farbenie 4-polu Sy typu (1, 1, 1, 1). Rovnako existuje jediné 3-
farbenie izochromatického Petersenovho 4-poélu typu (1, 1, 1, 1) z tvrdenia 2.7. Graf
P % Si bude mat prave dve hranové 3-farbenia. Tie vzniknu tak, Ze najprv ofarbime
4-rez farbami (1, 1, 1, 1) a potom jednozna¢ne dofarbime 4-pol Sy. Pre izochromaticky
Petersenov 4-pol pri dofarbovani vieme spermutovat farby 2 a 3, ¢im ziskame dve rézne
farbenia grafu P % Sj.

Pre parne k z tvrdenia 3.5 vieme, Ze neexistuje 3-farbenie 4-polu Sy typu (1, 1, 1,
1). Tiez z tvrdenia 3.4 vieme, Ze existuje farbenie 4-polu Sy typu (1, 1, 2, 2).

Ked spojime poznatky o typoch farbeni izochromatického Petersenovho 4-polu s
poznatkami o typoch farbeni S, dostaneme, Ze 4-rez rozdelujuci graf P * Sy na 4-pol
Sk a izochromaticky Petersenov 4-pol moze byt zafarbeny iba farbami (1, 1, 2, 2). Z
tvrdenia 3.4 vyplyva, Ze existuje jediné 3-farbenie grafu Sy typu (1, 1, 2, 2). Izochro-
maticky Petersenov 4-p6l ma préave dve hranové 3-farbenia typu (1, 1, 2, 2), ako sme
ukéazali v tvrdeni 2.7. Graf P * S}, bude mat prave dve hranové 3-farbenia. Tie vzniknu
tak, Ze najprv ofarbime 4-rez farbami (1, 1, 2, 2) a potom jednoznacne dofarbime 4-
pol Si. V tomto pripade nevieme spermutovat farby 2 a 3, pretoze st jednoznacne
urc¢ené farbami visiacich hréan izochromatického Petersenovho 4-po6lu. Nésledne dofar-

bime izochromaticky Petersenov 4-pél, jednym z dvoch spodsobov. O]

3.4 Trieda s cyklickou suvislostou 4 a obvodom 5

V tejto casti sa pozrieme na 4-poly, pomocou ktorych nasledne zostrojime nekoneénu
triedu kubickych grafov s cyklickou stuvislostou 4 a obvodom 5.

Rovnako ako v predoslej sekcii, na konstrukciu nekonecnej triedy bude pre néas do-
lezity izochromaticky Petersenov 4-pol. Tiez budeme vyuzivat 4-pol Dy, ktory teraz
definujeme. OpiSme ho ale najskoér neformalne. Na to ndm pomoze obrazok 3.4. Para-
meter k hovori o pocte ,,domcekov*, ktoré pozostavaji z 5-cyklov v spodnej ¢asti 4-polu

Dy.. Z Dy, je mozné vyrobit Dy pridanim dvoch 5-cyklov, ktoré si na obrazku 3.6.
Definicia 3.7. Kubicky 4-pdl Dy, = (V(Dy), E(Dy)), kde
o V(D) =Av; |i€{0,1,...,k}}U{u; | i€ {0,1,...,2k}}U{z; | i €{0,1,... . k—
13 U{vo. yi}

[ E(Dk) = {Uivi+1 | 1€ {0, 1, c. ,k—l}}U{uzulH | 1€ {O, 1, ey Qk—l}}U{QfleH_l |
1 € {0,1,,]{)-2}}U{U1U,21 ‘ 1€ {O,...’k}}u{inQiJrl | 1€ {0,,/{}—1}}U
{vovo, vry1, Tovo, Tu—1y1} U {uo, Yo, ok, Y1 }

Pod 4-polom Dy budeme rozumiet usporiadany 4-pol Dy (yo, ug, ok, y1)-
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Obr. 3.4: Kubicky 4-pél Dj.

Obr. 3.5: Farbenie 2-polu Dj,.

Definujme 2-pol D; , ktory vznikne z Dy, odstranenim vrcholu y;, hran vyy; a 5111
a dvoch visiacich hran z vrcholov ug;, a y;. Na obrazku 3.5 je priklad farbenia 2-polu
Dj,.

Tvrdenie 3.8. Nech k£ > 2. Nech f je 3-farbenie 2-polu D; farbami z mnoziny {a, b, c},
kde f(yo) = f(uo) =aa f(yoxo) =b. Potom

a,b,c, ak k=0 (mod 3)
J(@p1mp—2), f(ugk—1uor—2), f(VkVk—1) = § b,c,a, ak k=1 (mod 3)
c,a,b, ak k=2 (mod 3)

a f je jednozna¢ne urcené.

Dékaz. Matematickou indukciou. Lahko overime, Ze, pre k = 2 je farbenie 2-polu D}
s predfarbenim f(yo) = f(uo) = a a f(yoxo) = b jednoznacéne uréené. V tomto jedno-
znacne ur¢enom farbeni plati, Zze f(x120) = ¢, f(usuz) = a a f(v9v1) = b. Toto farbenie

je na obrazku 3.5, kde farby a, b, ¢ st zobrazené farbami cervena, zelena a modra.
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Obr. 3.6: Dva 5-cykly.

Z 2-polu D, dostaneme 2-p6l Dj_, pridanim dvoch 5-cyklov. Téato konstrukcia je
zobrazené na obrazku 3.6.
Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre nejaké k a ukdzme, ze potom plati aj

pre k + 1. Rozoberieme 3 pripady.

1. k=0 (mod 3):
Z indukéného predpokladu vieme, ze f(zr_12x_2), f(top_1uok—2), f(vpvp_1) = a,
b, c. Z toho su jednoznacne urcené farby hran f(zrzr_1), f(uagtor—1), f(Vkr10k)

= b, ¢, a. KedZe v tomto pripade k£ +1 =1 (mod 3), tak tvrdenie plati.

2. k=1 (mod 3):
Z induké¢éného predpokladu vieme, Ze f(zp_175_2), f(usg_1u2k—2), f(vrvrp_1) = b,
¢, a. Z toho su jednoznaé¢ne uréené farby hran f(zrxr_1), f(usruor—1), f(Vkr1vk)

= ¢, a, b. Kedze v tomto pripade k + 1 = 2 (mod 3), tak tvrdenie plati.

3. k=2 (mod 3):
Z indukéného predpokladu vieme, Ze f(xg_125—2), f(usk—1u2k—2), f(vkvk—1) = ¢,
a, b. Z toho st jednozna¢ne ur¢ené farby hran f(zpxr_1), f(uoktor—1), f(Vk+10k)

= a, b, c. KedZe v tomto pripade k + 1 =0 (mod 3), tak tvrdenie plati.
Ukazali sme, ze tvrdenie plati pre vSetky pripustné k, ¢im je dokaz ukonceny. O

Tvrdenie 3.8 méa niekol'ko pre nas uzitoc¢nych désledkov. Pri ich dokazoch je dolezité
si uvedomit, ze 4-pol Dy ma oproti 2-polu Dy, iba 1 vrchol a 4 hrany naviac. Z farbenia

2-polu D}, budeme vediet jednoznac¢ne dofarbit 4-pol Dy,.

Dosledok 3.9. Pre kazdé k > 2, také, ze k = 0 (mod 3) existuje prave jedno 3-farbenie
4-polu Dy, typu (1, 1, 2, 2) a neexistuje ziadne 3-farbenie typu (1, 1, 1, 1).

Doékaz. Ak za farby a, b, ¢ zvolime 1, 3, 2, tak z tvrdenia 3.8 vyplyva, ze v 2-pole
Dy plati f(zp_12k—2) = 1, f(uog—1u2k—2) = 3 a f(vgvg—1) = 2. Z toho musi platit
aj f(zr_1usk—_1) = 2, f(uoguop_1) = 1, f(ukvy) = 3. Aplikujme toto farbenie na Dy,
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Typ farbenia | k£ (mod 3) | Pocet farbeni
(1,1,1,1) 0 0
(1,1,22) 0 1
(1,1, 1, 1) 1 1
(1, 1,2 2) 1 0
(1,1, 1,1) 2 0
(1,1,2,2) 2 1

Tabul'ka 3.2: Vlastnosti hranovych 3-farbeni 4-polov Dy,.

a roz&irme ho tak, aby ofarbovalo cely 4-pol. Je jednoznacne uréené f(zr_1y1) = 3,
f(ogyr) = 1. Tym ostali uz iba dve visiace hrany, ktoré maju jednoznacne urcené
fluzk) = 2, f(y1) = 2. Jednoznaéné farbenie 2-pélu D), sme rozsirili na jednoznacné
farbenie 4-polu Dy typu (1, 1, 2, 2).

Jedinou inou moznostou, ako je mozné dosiahnut farbenie typu (1, 1, z, y) pre
Tubovolné x, y, je zvolit za farby a, b, ¢ postupne 1, 2, 3. Rovnakym postupom ako
v pripade predchadzajicej volby by sme pre rozsirené farbenie f dostali f(ugx) = 3,
f(y1) = 3. To znova nie je farbenie typu (1, 1, 1, 1), z ¢oho mdzeme uzavriet Ze farbenie

typu (1, 1, 1, 1) v tomto pripade neexistuje. O

Dosledok 3.10. Pre kazdé k > 2, také, ze k = 1 (mod 3) existuje prave jedno 3-
farbenie 4-polu Dy typu (1, 1, 1, 1) a neexistuje ziadne 3-farbenie typu (1, 1, 2, 2).

Dékaz. Mdzeme postupovat analogicky, ako v dokaze dosledku 3.9. Za farby a, b, ¢
tentoraz zvolime najskor farby 1, 2, 3 a potom 1, 3, 2. V oboch pripadoch dostaneme,
ze v rozsirenom farbeni f plati f(uax) = 1, f(y1) = 1, ¢o je farbenie typu (1, 1, 1, 1).
Nejedna sa o rozne farbenia, pretoze ide iba o permutaciu farieb. Toto farbenie typu
(1, 1, 1, 1) je teda jednozna¢né. Okrem toho sme ukézali, ze ziadne farbenie typu (1,

1, 2, 2) tu neexistuje. O

Dosledok 3.11. Pre kazdé k > 2, také, ze k = 2 (mod 3) existuje prave jedno 3-
farbenie 4-polu Dy, typu (1, 1, 2, 2) a neexistuje ziadne 3-farbenie typu (1, 1, 1, 1).

Doékaz. Analogicky ako v pripade dokazu désledku 3.10. O]

V tabulke 3.2 zhrnieme vlastnosti hranovych 3-farbeni 4-polov Dy,.

Dalej sa pozrieme na triedu grafov, ktoré vznikni spojenim 4-pélu Dy, a izochro-
matického Petersenovho 4-poélu. Pojde teda o triedu grafov P x Dj. UkdZeme, Ze tieto
grafy maji prave dve hranové 3-farbenia a st cyklicky $tvorsivislé s obvodom 5.

Obrazok 3.7 zobrazuje graf P x Ds.
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Obr. 3.7: Graf P x Ds.

Veta 3.12. Pre vsetky k > 2 je graf P x Dy, cyklicky 4-suvisly s obvodom 5 a méa prave

dve hranové 3-farbenia.

Dokaz. To, ze P x Dy, je cyklicky 4-suvisly a mé obvod 5 je zrejmé z jeho konstrukcie.
Dokazeme, ze graf P * Dy mé prave dve hranové 3-farbenia. Pozrieme sa na dva 4-pdly,
spojenim ktorych graf P x Dy, vznikne.

Podla tvrdenia 2.7 mé izochromaticky Petersenov 4-p6l hranové 3-farbenia typu (1,
1,1,1)a (1, 1,2, 2) anemé ziadne hranové 3-farbenie iného typu.

Ak k mod 3 = 0, tak 4-p6l Dy ma prave jedno 3-farbenie typu (1, 1, 2, 2) a nema
3-farbenie typu (1, 1, 1, 1). V tomto pripade spolo¢nym typom 3-farbenia oboch 4-
polov je (1, 1, 2, 2). Z désledku 3.9 vyplyva, ze 4-p6l Dy méa prave jedno 3-farbenie
typu (1, 1, 2, 2). Z tvrdenia 2.7 vyplyva, Ze izochromaticky Petersenov 4-p6l ma préave
dve 3-farbenia typu (1, 1, 2, 2). Mame jeden sposob, ako zafarbit podgraf Dj a dva
sposoby, ako zafarbit podgraf izochromatického Petersenovho 4-p6lu. Teda graf P x Dy,
ma prave dve hranové 3-farbenia.

Ak kmod 3 = 1, tak 4-p6l Dy méa préave jedno 3-farbenie typu (1, 1, 1, 1) a neméa
3-farbenie typu (1, 1, 2, 2), podla désledku 3.10. S izochromatickym Petersenovym
4-polom ma spolo¢né 3-farbenie typu (1, 1, 1, 1). Z tvrdenia 2.7 vyplyva, Ze izochro-
maticky Petersenov 4-pél ma préave jedno 3-farbenie typu (1, 1, 1, 1). Mame jeden
sposob, ako zafarbit podgraf D, a jeden sposob, ako zafarbit podgraf izochromatického
Petersenovho 4-polu. Kedze v tomto type 3-farbenia farby 2 a 3 nie st zafixované, tak

mozeme spermutovat farby 2 a 3 v jednom z podgrafov a ziskat druhé 3-farbenie grafu



3.4. TRIEDA S CYKLICKOU SUVISLOSTOU 4 A OBVODOM 5 25

Px Dy

Ak k mod 3 = 2, tak 4-p6l Dy ma préave jedno 3-farbenie typu (1, 1, 2, 2) a nemé 3-
farbenie typu (1, 1, 1, 1), podl'a tvrdenia 3.11. Z tvrdenia 2.7 vyplyva, Ze izochromaticky
Petersenov 4-po6l ma prave dve 3-farbenia typu (1, 1, 2, 2). Spoloénym typom 3-farbenia
oboch 4-polov je (1, 1, 2, 2). Mame jeden sposob, ako zafarbit podgraf Dy, a dva sposoby,
ako zafarbit podgraf izochromatického Petersenovho 4-p6lu. Preto graf P Dj, mé prave

dve hranové 3-farbenia. O]
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Kapitola 4

Ostatné grafy

V tejto préci sme pracovali s kubickymi grafmi z databazy House of Graphs [1]. Z tychto
grafov sme pomocou pocitacovych programov filtrovali grafy s roznymi vlastnostami,
akymi st napriklad konkrétna cyklickd suvislost, alebo pocet hranovych 3-farbeni. Zau-
jimavé grafy medzi vyfiltrovanymi sme nasledne studovali manuélne. Na zaklade tychto
experimentov sme odhalili niekolko grafov, ktorych Struktiru bolo mozné pouzit na
konstrukciu nekone¢nych tried popisanych v kapitole 3. V tabulke 4.1 uvadzame pocet
a vlastnosti grafov, ktoré sme preskimali. Na uréovanie po¢tu hranovych 3-farbeni sme

pouzili program z bakalarskej prace M. Zubé¢éka [13].

Pocas skumania tychto grafov sme objavili niekolko, ktoré su vzhladom na ich
vlastnosti vzacne, no nepodarilo sa ndm na zaklade ich $truktury skonstruovat dal-
Sie nekonecné triedy grafov s prave dvoma hranovymi 3-farbeniami. V tejto kapitole
sa budeme venovat prave tymto grafom, pretoZze ich povazujeme za hodné dalieho

vyskumu.

Obvod > | Pocet vrcholov < | Pocet grafov | Pocet grafov s 2 farbeniami
3 20 556 471 17702
4 22 1542004 125
5 22 97237 9
6 26 189225 1
7 32 30939 0
8 42 4510 0

Tabulka 4.1: Preskimané kubické grafy.
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Obr. 4.1: Grafy, ktoré sa po odstraneni stvoruholnika nedaju doplnit na snark.

4.1 Grafy s obvodom a cyklickou suvislostou 5 a 6

Medzi grafmi do 26 vrcholov je jediny graf, ktory ma prave dve hranové 3-farbenia a
obvod 6. Okrem toho mé tento graf cyklicka suvislost 6. Je znazorneny na obrazku 4.2.
Tento graf ma 18 vrcholov a je symetricky. Jedno z jeho dvoch hranovych 3-farbeni je
symetrickym otoc¢enim druhého.

Dalsim zaujimavym grafom je graf znazorneny na obrazku 4.3. Tento graf méa obvod
5 a cyklicki stvislost 5. M& 16 vrcholov a tak ako v pripade predchadzajuceho grafu
je jedno z jeho dvoch hranovych 3-farbeni symetrickym otoc¢enim druhého.

Zaujimavou otézkou je, ¢i existuje nekonecne vela grafov s vlastnostami ako grafy
na obrazkoch 4.2 a 4.3. My sme nenasli spdsob, ako vyuzit struktiru tychto grafov na

konstrukciu nekone¢nych tried grafov s tymito vlastnostami.

4.2 (Odstranovanie stvoruholnikov

Na grafoch s obvodom 4, cyklickou stvislostou 4, s poc¢tom vrcholov do 20 a prave
dvoma hranovymi 3-farbeniami sme skiimali, ¢i je mozné odstranit stvoruholnik a takto
modifikovany graf doplnit na snark pomocou ziadneho, alebo dvoch novych vrcholov a
niekolkych hran. Posta¢ujucost skugania dopliiania nanajvys dvoch vrcholov pre dopl-
nenie na snark je jednym z vysledkov prace Chladného a Skovieru [14]. Nagim cielom
bolo zistit, ¢i st kubické grafy s prave 2 hranovymi 3-farbeniami a cyklickou stuvislostou
4 strukturalne podobné snarkom. V nasich konstrukcidch nekone¢nych tried grafov s
2 hranovymi 3-farbeniami z kapitoly 3 sa vyskytuje izochromaticky Petersenov 4-pol.
Tieto experimenty sme vykonali pomocou vlastného pocitac¢ového programu. Celkovo
sme pracovali s 51 grafmi, teda so vSetkymi grafmi do 20 vrcholov s pozadovanymi vlast-
nostami. Nasli sme medzi nimi 3, ktoré po odstraneni ziadneho stvoruholnika nebolo
mozné takymto sposobom doplnit na snark. To znamené, ze takmer vSetky skimané

grafy s prave dvoma hranovymi 3-farbeniami maju svojou Struktirou velmi blizko
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Obr. 4.3: Graf s obvodom 5 a cyklickou suvislostou 5.

29



30 KAPITOLA 4. OSTATNE GRAFY

ku snarkom. Na obrazku 4.1 st znazornené tri grafy, ktoré sa spominanym spdsobom

nedaju po odstraneni Stvoruholnika doplnit na snark.



Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali kubickymi grafmi s malym poc¢tom hranovych 3-farbeni.
Najvicsiu pozornost sme venovali grafom s prave dvoma hranovymi 3-farbeniami. Uz
pred nasim vyskumom boli zndme nekonecné triedy takychto grafov. Tieto vSak obsa-
hovali dvojrez, ¢i trojrez. Nam sa podarilo najst nekonecnu triedu spominanych grafov
s cyklickou suvislostou 4 a obvodom 4 a tiez nekonecnu triedu takychto grafov s cyklic-
kou stivislostou 4 a obvodom 5. Toto je v kontraste s poznatkami o jednozna¢ne hranovo
3-zafarbitelnych kubickych grafoch. Vsetky zname totiz maju cyklicku suvislost 3, az
na graf P(9,2), ktory je cyklicky 5-suvisly. Nam sa podarilo skonstruovat nekoneéné
triedy s cyklickou stivislostou 4 a prave 2 hranovymi 3-farbeniami. Konstrukcie grafov
z oboch tychto tried st zaloZzené na spajani izochromatického Petersenovho 4-pélu s
inymi 4-polmi, ktorych konstrukciu v praci opisujeme. O oboch tychto triedach sme aj
dokéazali, ze skuto¢ne maju prave dve hranové 3-farbenia.

Pocas skiimania sme narazili na mnozstvo réznych grafov s prave dvoma hrano-
vymi 3-farbeniami. Prave na Struktire niektorych z nich su zaloZené nase nekoneéné
triedy. Domnievame sa preto, Ze existuje viacero inych moznosti, ako nekonec¢né triedy
s pozadovanymi vlastnostami skonstruovat. Podarilo sa ndm objavit napriklad kubicky
graf na 16 vrcholoch s cyklickou stivislostou 5, ktory ma prave 2 hranové 3-farbenia,
alebo kubicky graf na 18 vrcholoch s cyklickou stvislostou 6, ktory ma taktiez prave
2 hranové 3-farbenia. Skumanie toho, ako takéto grafy vyuzit na konstrukcie dalsich
nekone¢nych tried s inymi vlastnostami preto méze byt zaujimavym smerom pre dalsi
vyskum. Cyklickd stvislost 6 ndjdeného grafu s 2 hranovymi 3-farbeniami je taktiez
v kontraste s poznatkami o jednoznacne zafarbiteInych kubickych grafoch. Domnie-
vame sa preto, ze nase vysledky moézu byt uzitocéné aj pri studiu jednoznacne hranovo

3-zafarbitelnych grafov.
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