UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VYPOCTOVE MODELY S KOMUNIKACIOU
BAKALARSKA PRACA

2024
LUKAS HUDCOVSKY






UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE

FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VYPOCTOVE MODELY S KOMUNIKACIOU

Studij ny program:
étudij ny odbor:

Skoliace pracovisko:

Skolitel:

Bratislava, 2024
Lukas Hudcovsky

BAKALARSKA PRACA

Informatika

Informatika

Katedra informatiky

doc. RNDr. Dana Pardubska, CSc.






20284882

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: LukaS Hudcovsky

Studijny program: informatika (Jednoodborové stidium, bakalarsky I. st., denné
forma)

Studijny odbor: informatika

Typ zaverecnej prace: bakalarska

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Vypoctové modely s komunikéciou

Computational models with communication

Anotacia: Skimanie vlastnosti abstraktnych vypoctovych modelov s komunikaciou
vzhladom k r6znym modifikacidm a/alebo ohranic¢eniam.

Veduci: doc. RNDr. Dana Pardubska, CSc.
Katedra: FMFI.KI - Katedra informatiky
Veduci katedry: prof. RNDr. Martin Skoviera, PhD.

Datum zadania: 12.10.2023

Datum schvalenia: 13.10.2023 doc. RNDr. Dana Pardubska, CSc.

garant $tudijného programu

Student veduci prace



Pod’akovanie: Na tomto mieste by som sa rad podakoval mojej veducej, doc.
RNDr. Dane Pardubskej, CSc., za poniiknutie zaujimavej témy, trpezlivost, pomoc a

smerovanie, kedykol'vek som si nevedel rady

iv



Abstrakt

V préci skimame abstraktny vypoctovy model, bezdrotovy paralelny Turingov stroj,
ktory je insSpirovany bezdrotovou komunikaciou v mobilnych sietach. Ten umoznuje
procesom pocas vypoctu vetvit sa na nové procesy, ktoré moézu nasledne paralelne
pracovat. Kazdy proces ma aj Specialnu kanalovi pésku, ktorej obsah urcuje ¢islo
kanala, na ktory je proces naladeny. Procesy naladené na rovnaky kanal spolu vedia
komunikovat.

Zameriame sa na variant modelu pouzivajuci na komunikaciu zasobnik namiesto
kanalovej péasky. UkdZzeme simulaciu iného paralelného vypoctového modelu, ktorym
je alternujuci Turingov stroj, pomocou nasho modelu. Neskor porovname komunikaciu

pomocou zasobnika s komunikaciou pomocou pocitadla.

Krlaéové slova: Turingov stroj, bezdrotova komunikacia, paralelizmus, komunikaény
) ) )

kanal



Abstract

In this thesis we study an abstract computational model, wireless parallel Turing ma-
chine, which is inspired by wireless communication in mobile networks. This model
allows its processes during computation to branch and create new processes, which
can then work in parallel. Every process has also a special channel tape, the content
of which determines a channel, to which the process is tuned. Processes tuned to the
same channel can communicate with each other.

We will focus on variant of the model, which uses a push-down stack for communi-
cation instead of channel tape. We will show a simulation of another parallel model, an
alternating Turing machine, using this model. Later we will compare communication

using push-down stack with communication using counter.

Keywords: Turing machine, wireless communication, parallelism, communication

channel
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Uvod

Teoria zloZitosti sa zaoberd vypoctovymi problémami z hladiska potreby prostried-
kov (hlavne ¢asu a priestoru) na jeho vyriesenie. Cez Turingov stroj, ktory sa pouziva
ako Standardny model algoritmickej vypocitatelnosti, boli v minulosti definované zlozi-
tostné triedy problémov a usporiadané do hierarchii podla mnoZstva potrebného casu
a priestoru na ich vyrieSenie. Vramci tejto hierarchie su ale aj triedy problémov, ktoré
sa zdaju byt pre klasické sekvencéné modely, ako je aj Turingov stroj, prakticky nerie-
Sitelné v rozumnom case, resp. priestore. S cielom vediet tieto problémy efektivnejsie
rieSit sa zacali skumat rézne paralelné vypoctové modely, ktoré by vedeli znizit c¢asové

a priestorové naroky na vyrieSenie daného problému.

Jednym velmi znamym a pomerne slu$ne preskimanym modelom v teorii para-
lelnych vypoctov je alternujuci Turingov stroj (ATM), ktory bol predstaveny v [1]
trojicou Chandra, Kozen a Stockmeyer. Tento oproti klasickému nedeterministickému
Turingovmu stroju disponuje dvomi typmi stavov - existenénymi a univerzalnymi.

Existencné stavy zodpovedaji beznym stavom v nedeterministickom Turingovom
stroji, a teda ked z nich méa stroj moznost dostat sa do viac konfigurécii, tak si ne-
deterministicky vyberie jednu a staci, aby z takého stavu existoval jeden akceptacny
vypocet. Naopak, ak je moznost viacerych roznych krokov z univerzalneho stavu, tak
sa vytvori viacero kopii stroja a vSetky budu sucasne pokracovat, kazda v inej konfi-
guracii. Tieto kopie sa nazyvaju aj procesy a na to aby stroj akceptoval, musia vSetky
tieto procesy akceptovat.

Ukazalo sa, ze AT M vedia akceptovat prave triedu rekurzivne vyéislitelnych jazy-
kov, ale s mensimi narokmi na Cas a pamét ako obycajné Turingove stroje. Procesy
vzniknuté pri univerzalnom vetveni ATM st ale v povodnom modeli izolované a ne-
vedia spolu nijako interagovat. Preto bola neskor snaha vymysliet sposoby, akymi by

mohli tieto procesy spolu komunikovat.

Jednym z modelov, ktory zabezpecuje isty druh komunikacie, respektive synchroni-
zécie, je synchronizovany alternujici Turingov stroj (SATM), opisany Slobodovou v
pracach [4] a [5]. Da sa chapat ako rozsirenie ATM, kde maju niektoré stavy prideleny

navySe synchronizacny prvok a nazyvaju sa potom synchronizacné stavy. Ked proces
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vojde do takého stavu, tak sa zasekne a ¢akd kym vSetky procesy vojdu do stavu s
rovnakym synchronizacnym prvkom alebo do finalneho stavu. Rovnako ako pévodny

AT M, je aj tento model nedeterministicky.

Novy sposob komunikacie medzi procesmi predstavili v roku 2005 Pardubska a Wie-
dermann v [6], kde navrhli model bezdrétového paralelného Turingovho stroja (W PT M),
ktory bol inspirovany komunikaciou v bezdrétovych mobilnych sietach. Procesy sa v
nom dokazu vetvit rovnako ako pri univerzalnych stavoch v AT M, ale narozdiel od
predoslého je tento model deterministicky a neobsahuje teda Ziadne existenéné stavy.
Okrem toho mé stroj pridani este jednu Specidlnu, takzvanu kanalova pasku, ktora
pouziva na komunikiciu medzi procesmi a pracuje s iou rovnako ako s beznymi péas-
kami. Retazec na paske urcuje ¢islo kanéla, na ktory je dany proces naladeny. Procesy
s rovnakym obsahom tejto pésky sa potom chépu tak, Ze st naladené na rovnaky
kanal a vedia si medzi sebou posielat a prijimat spravy prostrednictvom Specidlnych
komunika¢nych stavov.

W PT M bol skamany dalej a v [7] bol ukdzany tzky siavis medzi WPTM a AT M.
Predovsetkym bolo dokézané, Ze stcasne Casovo a priestorovo ohranicené W PT M
presne zodpovedaji podobne ¢asovo a priestorovo ohrani¢enym AT M.

Dalej boli varianty tohto modelu skimané aj v diplomovej praci [2]. Tam boli okrem
iného charakterizované priestorovo ohranicené W PTM a ukazané, Ze staci konecny
automat so slepym pocitadlom na komunikaciu, na rozpoznanie Tubovolného rekurzivne
vycislitelného jazyka. Takisto bol preskiimany nedeterministicky variant toho modelu
a bolo zistené, Ze ma mnohé vlastnosti zhodné s deterministickym variantom.

Neskor bolo este v diplomovej praci [3] ukdzané, Zze jednosmernost vstupnych hlav
nezmensi silu priestorovo ohrani¢enych W PT M. Taktiez bolo zistené, za akych pod-

mienok vyssi pocet procesov zvacsi silu priestorovo ohranic¢enych W PT M.

V tejto praci budeme skumat, ako zmeni vlastnosti W PT M zmena $truktiry na
komunikaciu oproti Standardnej kanalovej paske.

V prvej kapitole zadefinujeme model, ktory bude namiesto kanélovej pasky pouzivat
na komunikaciu zasobnik. V druhej kapitole ukazeme simulaciu viachlavého alternuju-
ceho automatu pomocou zadefinovaného W PT' M bez pracovnych pésok a tym aj fakt,
ze viac vstupnych hlav je mozné nahradit viacerymi procesmi s komunikéciu. Nakoniec
preskiimame, ako ovplyvni vlastnosti modelu velkost zasobnikovej abecedy. Konkrétne
ukézeme, pri akej kanalovej a priestorovej zlozitosti vieme simulovat komunikéciu s

pocitadlom pomocou komunikécie so zasobnikom.



Kapitola 1

Bezdroétovy paralelny Turingov stroj

so zasobnikom

V tejto kapitole definujeme model bezdrotového paralelného Turingovho stroja. Defini-
cia je prebrata z prac [6] a [7] s jednym hlavnym rozdielom. Oproti pévodnej definicii,
kde sa na komunikiciu pouzivala $pecialna kanalova paska, budeme v nasej préci za
zékladny model povazovat stroj, ktory ma na komunikéiciu zasobnik, lebo v celej praci
budeme pracovat iba s tymto variantom modelu. Takisto definujeme niektoré zlozi-

tostné miery a dalSie suvisiace pojmy, ktoré budeme v préaci pouzivat.

1.1 Definicia modelu

Definicia 1.1  k-pdskovy bezdrotovy paralelny Turingov stroj so zasobnikom (W PT M)

M s oddelenou vstupnou péskou je 12-tica

M = (ka Qa Ra 27 Fv Aa qo; T0y €, Qaccepty Qrejects ZO)
kde

e k je pocet pracovnych pasok stroja

@ je konecna mnozina pracovnych stavov s pociatoénym stavom g

R je kone¢na mnozina komunika¢nych stavov so Styrmi Specidlnymi stavmi: po-
Clatonym stavom rp, akceptacnym stavom @uecept, Zamietacim stavom greject @

prazdnym stavom e

Y. je vstupné abeceda, pricom ¢,$¢ 3 su lava a prava zarazka v poradi

" je pracovna abeceda, pricom f ¢ I' je prazdny symbol, Z; je poc¢iatocny zasob-

nikovy symbol a ¢,$¢ T’
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e A QxRx(BZU{¢,$}) x (TU{t,¢})* xT — Qx Rx (TU{¢})F xI*x {—1,0,1}**

je prechodové relacia a jej prvky budeme nazyvat prechody

PodTla tejto definicie méa stroj jednu vstupni pasku s jednou ¢itacou hlavou, pricom
paska obsahuje Tava zarazku ¢, prava zardazku $ a medzi nimi vstupné slovo. Okrem
toho ma stroj k pracovnych pésok, ktoré st jednosmerne nekone¢né smerom doprava
s tym, Ze na najlavejSej pozicii sa nachadza Tava zarazka ¢. Na kazdej tejto paske
mé stroj hlavu, ktora vie aj zapisovat a pozicie symbolov na péaskach sa ¢isluju od
nuly. Nakoniec ma stroj este zasobnik s poc¢iatocnym symbolom Zj, ktory pouziva na
komunikaciu.

Vezmime § = (q,7,x,a1, ..., a, Y, ¢, 7", b1, ... b, v, dy, ..., drr1) € A. Tento prechod
hovori, Ze stroj je v pracovnom stave g, komunikacnom stave r, na vstupnej paske
¢ita symbol z, na i-tej pracovnej paske ¢ita symbol a; pre vSetky i € {1,....,k} a na
zasobniku symbol 7. Nasledne v jednom kroku prejde do nového pracovného stavu
¢, komunika¢ného stavu 7/, na i-tu pracovnu pasku zapiSe b; pre i € {1,....k}, zo
zasobnika vyberie symbol v a vlozi tam retazec v, a posunie kazdu z k + 1 hldv na
paskach o d; € {—1,1,0} pre j € {1,...,k + 1} (hlava sa bud posunie o 1 policko
dolava, o 1 doprava alebo ostane stat na mieste). Dohodou bude zakézané prepisovanie
aj prekracovanie zarazok ¢,$.

Postupne sa teraz dostaneme k definicii vypoc¢tu a akceptacie stroja, ale najprv si

budeme musiet definovat niekol’ko pomocnych pojmov, ktoré nam to umoznia.

Definicia 1.2 Konfigurdcia W PTM M je prvok z Q x R x ¥* x (I'*)k+1 x N¥+1 4 re-
prezentuje aktualny pracovny a komunikacny stav stroja, obsah vstupnej a pracovnych
péasok bez prazdnych symbolov a zarazok, obsah zasobnika a poziciu hlavy na kazdej

péaske.

Definicia 1.3 Hlavovd konfiguracia WPTM M je prvok z Q x R x (X U {¢,$}) x
(T U{H#,¢})* x T a reprezentuje aktualny pracovny a komunikaény stav stroja, symboly

¢itané jednotlivymi hlavami a symbol na vrchu zasobnika.

Ak ma prechod novy komunika¢ny stav r’, tak hovorime, Ze tento prechod wvysiela
stav 7’. Pri tomto plati jedno obmedzenie, takzvané pravidlo suhlasného vysielania,
ktoré hovori, ze prechody s rovnakou hlavovou konfiguraciou musia vysielat ten isty
komunikac¢ny stav. Toto obmedzenie je iba syntaktické a prechody sa mozu lisit vo
vSetkych ostatnych zlozkach.

Hovorime dalej, ze konfiguracia je naladend na kandl ¢, ak je obsah jej zasobnika
rovny retazcu c. Pre ¢ # € hovorime retazcu c aj ¢islo kandla. Ak sa z konfiguracie
naladenej na kanal ¢ # e vykonava prechod s novym komunikaénym stavom r’ # ¢, tak

hovorime, Ze konfiguracia vysiela ' na kandli c.
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Ak mé konfiguracia novy komunikaény stav €, nazyva sa aj nevysielajica/ticha
konfiguracia. Tieto konfiguracie st uzitoéné napriklad pri preladovani kanalu alebo

ked jednoducho nechceme, aby konfiguracie vysielali nejaka informéciu.

Definicia 1.4 Konfiguracia § sa nazyva d-nasledovnik konfiguracie o vzhladom na
§ € A (zapisujeme o F° f3), ak vznikla aplikovanim prechodu § na konfiguraciu a.
Prechod a F° 3 budeme nazyvat jednoduchij krok stroja M.

Konfigurdcie mozu mat viac nez jedného d-nasledovnika.

Definicia 1.5 Termindlna konfiguracia je taka konfigurécia, ktora nemé d-nasledovnika

pre ziadne § € A.

Definujeme si teraz niekol’ko pomocnych funkeii, aby sme vedeli poriadne definovat

vypocet stroja M. Nedefinovant hodnotu budeme oznacovat symbolom L.

Definicia 1.6 Funkcia Comm: Qx Rx X* x (I'*)F 1 x NF1 — R priraduje konfigurécii

jej sucasny komunikacény stav.

Definicia 1.7 Funkcia Tuned: Qx RxX* x (I'*)F 1 x NF1 — I™* priraduje konfigurécii

jej aktualne ¢islo kanala.

Definicia 1.8 Funkcia Broadcast: Q x R x ¥* x (I'*)*! x N1 — R priraduje
konfiguracii komunikacny stav, ktory je nou vysielany po aplikovani niektorého apli-
kovatelného prechodu. Vdaka pravidlu sihlasného vysielania je tato funkcia dana jed-

noznac¢ne. Funkciu vieme nasledovnym sposobom rozsirit aj na mnozinu konfiguracii

D # (:

b ak Vo, € D: Tuned(a) = Tuned() A Broadcast(a) = b
Broadcast(D) = .
L inak
Nech « je konfiguracia a r € R je jej komunika¢ny stav. Potom pre I'ubovolny
stav s € R budeme oznacovat «af,.—, taku konfiguraciu, ktora vznikne z konfiguracie o

nahradenim komunika¢ného stavu r za stav s.

Definicia 1.9 Nech D je mnozina konfiguricii a D, € D je podmnozina jej kon-
figuracii naladenych na kanal c. Nech dalej o, 5 € D su konfiguracie, kde $pecialne
B € D, aaF® B je jednoduchy krok. Potom konfiguraciu v, ktort budeme nazyvat

dp-nasledovnik konfiguracie o vzhladom na ¢ € A, modifikovany vysielanim D (piSeme
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a 9P 7), definujeme nasledovne:

g ak Broadcast(D,) = €

Blcomms)=s ak Vo € D, : Broadcast(y) € {b,e} a zaroven
dp € D, : Broadcast(yp) = b

L inak

v =

Konfiguraciu, pre ktort 30 € A : a F° v, budeme nazyvat Ap-nasledovnik konfigu-

racie .

Aj tu si méZzeme vSimnut, Ze konfiguracia moéze mat viac nasledovnikov. V tom
pripade hovorime, ze konfiguracia o wvytvori vSetky konfiguracie v, pre ktoré existuje
prechod § € A, taky Ze plati o P ~.

Definicia 1.10 Pre kazdé vstupné slovo w € ¥ stroja M je vypoctovy graf G(w)
stroja M orientovany, zakoreneny, potencialne nekonecény acyklicky multigraf, ktorého
vrcholy st konfiguracie stroja a hrany zodpovedaji prechodovym a komunika¢nym
hranam. Hlbka vrchola v grafe je jeho vzdialenost od koreha, pricom graf ma nasledovnt

rekurzivnu definiciu:

(1) Pociatoéna konfiguracia ¢ = (qo, 70, w, A, ..., A, Zo, 0, ...,0), kde A je prézdny
S—— N——

k k+1
retazec, je korefiom grafu G(w) (vrchol v hibke d = 0).

(i1) Nech je Cy mnozina vsetkych vrcholov (konfiguracii) v hibke d > 0. Potom pre
vSetky neterminalne konfiguracie o € Cy obsahuje mnozina Cyy vSetkych Ac, -
nasledovnikov konfiguracie a (teda vsetky konfiguracie ktoré a vytvori). Ak je

niektory z A¢,-nasledovnikov nedefinovany, tak cely graf bude nedefinovany.
(¢73) Graf ma dva typy hran:
e prechodové hrany, ktoré veda z kazdej konfiguracie a € Cy do kazdého jej
A¢,-nasledovnika
e vysielacie hrany, ktoré veda z kazdej vysielajucej konfiguracie o € Cy do

kazdej konfiguracie 8 € Cqyq takej, ze plati Tuned(a) = Tuned().

Vrcholy grafu G(w), ktoré nemaji nasledovnikov, budeme nazyvat listy.

Vypoétovy krok mé teda dve fazy. V prvej faze sa na konfiguraciu a aplikuja vietky
mozné aplikovatelné prechody, ¢im sa vytvori niekol'ko novych konfiguracii. V druhej
faze sa uskutoc¢nuje komunikacia. Konfiguracia a po aplikovani nejakého aplikovatel-

ného prechodu vysiela svoj novy komunika¢ny stav na kanali, na ktory je naladena.
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Nové vytvorené konfiguricie vedia tento vysielany stav prijat, ak st naladené na rov-

naky kanal, ako bola konfiguricia a pred aplikovanim prechodu. Vdaka pravidlu su-

hlasného vysielania konfiguracia vzdy vysiela iba jeden stav alebo ¢ (teda nevysiela).
Nech je teraz D, podmnozina novo vytvorenych konfiguracii, naladenych na kanal

c. V tejto faze modzu podla definicie 1.9 nastat tri situécie.

e Prvi je, ze na kanali ¢ ziadna konfiguracia nevysiela a vtedy sa komunika¢ny stav

konfigurécii z D, nezmeni.

e V druhej situacii vysiela nejaka konfiguracia a na kanali ¢ nejaky komunikaény
stav a v tom pripade sa komunikacné stavy konfiguracii z D, prepiSu na tento

stav.

e Posledné mozné situécia je, ze na c vysielaju dve konfiguracie dva rozne stavy.

Vtedy hovorime, Ze na kanali nastal konflikt a vysledok nedefinujeme.

Mozeme si vSimnut, Ze v korektnom vypocte mdézu na jednom kanéli vysielat aj

viaceré konfiguricie naraz, len musia vysielat rovnaky stav.

Moézeme si taktiez vSimnut, Ze vybudovanie grafu je deterministicky proces. Vrcholom
vypoctového grafu G(w) stroja M budeme hovorit aj procesy. Pojmy vrcholy, procesy a
konfiguracie budeme stotoznovat, ak budeme hovorit o konkrétnom vypoctovom grafe
G(w) stroja M.

Definicia 1.11 Vypoctovy graf G(w) stroja M nazveme vypoctovy graf akceptujici

(zamietajuci) vstup w, ak plati:
(1) konecnost: G(w) je koneény graf

(17) akceptacné kritérium: Vsetky listy grafu st terminédlne konfigurdcie v rovnake;

hlbke, v komunika¢nom stave Guccept (Greject) @ st naladené na rovnaky kanal.

Akceptacné kritérium vlastne hovori, Ze v8etky procesy musia zdielat informaciu o

tom, ¢i ostatné procesy skoncili alebo nie.

Definicia 1.12 Hovorime, ze stroj M akceptuje vstup w prave vtedy, ked jeho vy-
poctovy graf G(w) ho akceptuje. Jazyk akceptovany strojom M (oznacujeme L(M)) je

mnozina vSetkych slov w, ktoré stroj akceptuje.
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1.2 Zlozitostné miery

Teraz zadefinujeme miery zloZitosti pre W PT M, ktoré budeme v praci dalej pouzivat.
Definicie budu zodpovedat intuitivnym ocakévaniam, a teda ¢asova zlozitost vypoctu
bude zavisiet od hibky vypoc¢tového grafu a rovnako intuitivne priestorové zlozitost

bude zévisiet od maximalneho pouzitého priestoru na péaskach.

Definicia 1.13 WPTM M pracuje v casovej zlozZitosti T'(n), ak pre vietky w €
L(M) dlzky n plati, ze hibka Iubovolného vrcholu vo vypoétovom grafe G(w) stroja

M akceptujicom w je najviac T'(n).

Definicia 1.14 W PTM M pracuje v priestorovej zloZitosti S(n), ak pre vietky w €
L(M) dlzky n plati, Ze pre vietky konfiguracie vo vypoctovom grafe G(w) stroja M
akceptujucom w plati, Ze pocet pouzitych policok na lubovolnej z ich pracovnych pasok

je najviac S(n).

Definicia 1.15 WPTM M pracuje v kandlovej zloZitosti C(n), ak pre vSetky w €
L(M) dlzky n plati, ze pre vietky konfiguracie vo vypoctovom grafe G(w) stroja M

akceptujiicom w je pocet symbolov na ich zasobniku najviac C'(n).

1.3 Oznacenia

Bezdrotovy paralelny Turingov stroj budeme Standardne oznacovat velkymi pisme-
nami WPTM.

épeciélny pripad W PTM je stroj bez pracovnych pasok, ktory budeme nazyvat
bezdrotovy paralelny konecny automat a oznacovat ho W PF A. Pri formélnej definicii

potom vynechavame prvi zlozku 12-tice, ktord hovori o poc¢te pracovnych pasok.

V préaci budeme skumat aj vplyv velkosti zdsobnikovej abecedy stroja. Budeme teda
potrebovat rozlisit, ¢i zasobnik pouziva iba jeden symbol (pocitadlo) alebo viac.
Stroj, ktorého zasobnikova abeceda mé iba jeden symbol (okrem pociatoného sym-
bolu) budeme oznacovat spodnym indexom 1, teda napriklad W PF A;. Jeho zasobnik
budeme prirodzene nazyvat pocitadlo.
Ak mé zasobnikova abeceda stroja dva a viac symbolov (okrem pociato¢ného), bu-

deme ho oznacovat Standardne alebo na zdoraznenie pridame index 2, napr. W PT M.



Kapitola 2

Komunikacia so zasobnikom a

alternujuci kone¢ny automat

V pracach, v ktorych bol WPTM v minulosti skimany, sa pri niektorych dokazoch
pouzivala kanélova paska stroja, ako keby to bol zasobnik. V tejto kapitole ukidzeme, Ze
konkrétne simulécia alternujiceho Turingovho stroja pomocou W PT'M funguje aj v
pripade, Ze pouzivame model so zdsobnikom. PresnejSie, spravime simuléciu k-hlavého
alternujtceho koneéného automatu pomocou jednohlavého W PF A. Zaroven tym uké-

zeme, 7ze viac vstupnych hléav je mozné nahradit viacerymi procesmi s komunikaciou.

Neformalne tu definujeme alternujuci Turingov stroj (ATM), s ktorym budeme v
nasledovnom tvrdeni pracovat. AT'M je Turingov stroj, ktory ma oproti standardnému
modelu dva typy konfigurécii: existenéné a univerzalne, pri¢om existen¢na konfigura-
cia vedie k akceptacii, ak aspon jeden z jej nasledovnikov vedie k akceptécii (ako pri
NTS) a univerzalna konfiguracia vedie k akceptécii, ak vetci jej nasledovnici vedu k
akceptacii (hovorime o univerzalnom vetveni). Podobne ako pri WPT' M aj tu budeme
stotoznovat pojmy konfiguracia a proces v jednom vypocte AT M. Dvojsmernym alter-
nujtcim koneénym automatom (ozna¢. AF'A) budeme rozumiet AT M bez pracovnych

péasok.

V nasledujicom tvrdeni budeme pracovat s AT M v normélnom tvare, pri ktorom
sa proces v kazdom kroku vypoctu rozvetvi na najviac dva nové procesy (hovorime, Ze
kazdy jeho strom vypoé¢tu ma faktor vetvenia najviac dva). To, Ze je to naozaj normélny
tvar, ukdzeme formalne iba pre $pecialny pripad AF A, kvoli lepSej prehladnosti. Pre

vSeobecny pripad AT M by sa konStrukcia urobila analogicky.

Neformalne, nech C je konfiguracia vo vypoctovom strome AFA A, ktorda ma k
nasledovnikov C4,...,Cy pre k > 2. Vytvorime nové konfiguracie C1,...,C} _,, ktoré

budi sluzit ako prechodné a novy vypoctovy strom, ktory bude vyzerat nasledovne.
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1

¢ C.1 .
'y Ck2
> c2 e

C1 c2 Ci1} Ck C_{k-1} Ck

Obr. 2.1: Vypoctovy strom norméalneho tvaru

Konfiguracia C' bude mat nasledovnikov C a novu konfigurdciu Cf. Kazda nova
konfiguracia C! bude mat potom nasledovnikov pévodnu konfiguraciu C,; a dalsiu
nova konfiguraciu €7, okrem poslednej konfiguracie Cj,_,, ktorej nasledovnici buda
posledné dve z povodnych konfiguracii. Vsetkym prechodnym konfiguréciam priradime

rovnaky typ (existencné/univerzalna) ako mala konfiguracia C.

Formélnejsie nech A je (@, X, 9, qo,9), kde @ je mnozina stavov, ¥ je vstupna abe-
ceda, 6 : @ x (XU {¢,$}) — Q x {—1,0,1} je prechodova funkcia, gy je pociatocny
stav a ¢ je funkcia, priradujtaca stavom ich typ, pricom ¢ : @ — {A, V, Qaccepts Treject }-
Skonstruujeme A" = (@', 3,9, qo, ¢'), pricom ak nebude povedané inak, tak pokial v
nasledujicej konstrukeii pouzijeme znacenie Vg, budeme tym rozumiet Vq € Q. Po-
dobne Vb budeme chéapat ako Vb € ¥ U {¢,$}. Hlavovou konfigurdciou AF'A budeme
rozumiet jeho aktualny stav a symbol ¢itany jeho vstupnou hlavou.

Zadefinujeme si maximum nasledovnikov z konfiguracie ako
m = maz{[6(q,b)||q € Q, b€ U {¢}}

Mnozina stavov bude pozostavat z mnoziny poévodnych stavov ¢ automatu A a

novych stavov ¢, pridanych pre prechodné konfiguracie.

QI:Q U {qg‘quu T e {1,,777,—2}}

Povodné stavy budid mat rovnaky typ (existencné/univerzalne) ako v stroji A a

nové stavy budu mat rovnaky typ ako stavy, z ktorych vznikli.
Vg g'(q) = g(q)

VqVr € {1,...,m—2}: ¢'(q;) = 9(q)



11

Ak mala pdévodna prechodova funkcia dva a menej prechodov z nejakej hlavovej

konfiguracie, tak nova funkcia zostane rovnaka.
Vg, b t.7. [0(q,b)| <2: &'(q,b) = d(q,b)

Ak mala povodna funkcia z nejakej hlavovej konfiguracie viac ako dva prechody,
tak si ich vieme usporiadat a z pdovodnej hlavovej konfiguracie bude v 0’ funkeii jeden

prechod podla prvého z nich a druhy prechod do nového stavu ¢;.
Vq,b t.z. 6(q,0) = {(p1,d1), ..., (pr,d) | k > 2, Vi € {1,... .k} :ps € QNd; € {—1,0,1}}:

8'(q,0) = {(¢1,0), (p1,d1)}

Podobne aj z kazdého nového pridaného stavu ¢, bude jeden krok do pdévodného

stavu p,41 a druhy do dalsieho nového stavu ¢, ;.
Vk >3Vre{l,..,k—3}:

5,(%7 b) = {(q;:+1a 0)» (Pm+17 da:+1)}

Okrem posledného nového stavu q;_,, z ktorého budi oba prechody do poslednych

dvoch povodnych stavov.

0" (@25 0) = {(Pr—1, di—1), (Pr> di) }

7 konstrukcie je zrejmé, ze A’ akceptuje prave vtedy, ked akceptuje stroj A. Ta-
kisto kazdy vypoctovy strom A’ bude mat hibku najviac (d — 1) - h, kde h je hlbka
ekvivalentného vypocétového stromu stroja A a d je konstanta, zavisla od maximélneho
vetvenia vo vypoctovom strome A. Teda ak A pracoval v ¢asovej zlozitosti T'(n), tak

A’ bude pracovat v ¢asovej zlozitosti O(T'(n)).

Tvrdenie 2.1: Nech A je k-hlavy AF'A s ¢asovou zlozitostou T'(n). Potom existuje
WPFA M simulujuci A v Casovej aj kanalovej zlozitosti O(T(n)).

Doékaz: Idea ddkazu je prebraté z dokazu vety 3.1 o simulécii AT'M pomocou W PT M
v praci [6], kde sa dokazalo, ze ak ATM A’ pracuje v ¢asovej zloZitosti T'(n), pricom
T'(n) je ¢asovo konstruovatelné, tak W PTM M’ ho dokaze simulovat v ¢ase O(T'(n)).
Povodny dokaz pracuje so strojom v normalnom tvare uvedenom vyssie a mé dve fazy.
V prvej faze sa “zostupuje dolu” a postupne sa buduje strom vypoctu stroja A’ tak,
7e pre kazdy proces stroja A’ ma stroj M’ jeden proces, ktory ho simuluje, pri¢om
na kanalovi péasku si pri kazdom kroku uklada informaciu o type jemu prisltuchajicej
konfiguracie stroja A" a o tom, ¢ je jeho konfiguracia po poslednom vetveni v Tavej

alebo pravej vetve. Tymto spdésobom ma proces na péske ulozeni informéciu o ceste
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z podiato¢nej do jemu prisluchajicej konfiguracie vo vypoctovom strome A’. Vdaka
konstruovatelnosti T'(n) vie takto M’ odsimulovat presne T'(n) krokov stroja A’, s tym
ze vsetky jeho procesy skoncia naraz.

V druhej faze sa zase “vystupuje naspét hore” vo vypoctovom strome A’ a od kon-
covych az po pociatocnu konfiguraciu sa overuje akceptacné kritérium stroja A’. Robi
sa to tak, Ze kazdej konfiguracii vo vypoctovom strome A’ sa priradi tzv. kvalita, ¢o je
hodnota z {Y, N, L} podla toho, ¢ je vypocet zac¢inajici v nej akceptacny, zamietajuci
alebo neukonceny. Procesy stroja M’ za¢nu tym, Ze podla stavu, v ktorom skoncila
im prisluchajuca konfiguracia, jej priradia kvalitu. Nésledne si procesy vypocitaju kva-
litu konfigurdcie C, ktora je predchodcom im prislichajicej konfiguracii nasledovne.
Procesy, ktorych konfiguracie st nasledovnikmi C', maji rovnaku cast cesty vo vy-
poctovom strome A’ az po konfiguraciu C'. Teda ak si posund kanalova hlavu o dve
miesta dolava, tak budu mat rovnaky obsah kanalovej pasky a budu si vediet postupne
poslat informaciu o kvalite ich konfiguracii. Z toho si potom podla typu konfiguracie
C, ktory maju ulozeny na paske, vedia vypocitat jej kvalitu. Takto sa pokracuje, az
kym vSetky procesy nemaju vypocitanu kvalitu pociato¢nej konfiguracie, podla ktorej

akceptuji/zamietaju.

Moézeme si v8imnut, ze v pdévodnom dokaze sa v skutocnosti pracuje s kandlovou
paskou, ako keby to bol zasobnik, teda ked postvame kanalovi hlavu dolava, tak
symboly napravo od nej uz v nasledujucom vypocte nebudeme navstevovat a v podstate
ich vymazavame. Zakladnt myslienku dokazu teda vieme aplikovat aj v nasom pripade,
ked uvazujeme model, ktory mé na komunikéciu zasobnik.

Pri aplikovani dékazu na nas pripad ale musime vyriesit dva problémy:

(1) Simulovany AFA ma k vstupnych hlav, zatial ¢o simulujuci WPFA ma pre

kazdy proces iba jednu hlavu.

(2) Nevieme skonstruovat funkciu 7'(n), kedze W PF A nemé pracovné pasky.

Prvy problém budeme riesit tak, ze M bude mat pre kazdy proces p automatu A az
k procesov, pricom kazdy bude reprezentovat jednu vstupnd hlavu procesu p. Tieto
procesy budu pri simulacii kazdého kroku automatu A spolu komunikovat a posielat si
informacie o tom, aké symboly ¢itaju im prislichajtace hlavy.

Na vyriesenie druhého problému musime prispdsobit druhi fazu simulacie tomu, ze
procesy mozu maft rozne dlht prvi fazu vypoctu (skonéia v roznej hlbke vypoétového
stromu A). Spravime to tak, Ze ked bude skupina procesov, ktorym prislacha konfigura-
cia C', chciet vypocitat kvalitu jej predchodcu C’; tak budu striedavo vysielat na kanéali
kvalitu C' a poc¢uvat, ¢ na kanali nevysiela informaciu druhé skupina procesov a az ked
vSetci prijma informéaciu od druhej skupiny, tak vypocitaja kvalitu C” a pokracuja vo

vypocte. Prva a druhé faza simulacie sa teda moézu v nasom pripade prelinat.
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Formélnejsie to mozeme zapisat takto. Nech AFA A je 6-tica (k,Q,>,0,qo,g) kde
g Q = {N,V, Qaccepts Treject }- Skonstruujeme ekvivalentny WPFA M.

M = (Q/a R7 27 F? Aa Q67 To, &, Qaccepta QTejecta ZO)

Zasobnikova abeceda bude obsahovat symboly reprezentujice typ konfiguracie a

takisto symboly 0 a 1, kde 0 oznacuje Iavého syna a 1 oznacuje pravého syna vrcholu.
I'= {07 1} U {V,El, ‘} U {ZO}

Mnozina komunika¢nych stavov bude okrem Specidlnych stavov obsahovat vsetky
symboly zo ¥ U {¢,$}, aby si procesy vedeli posielat informacie o ¢itanych symboloch

a symboly z {Y, N} na posielanie informacii o kvalite konfiguracii.

R=3U{¢e,$} U{Y,NFU{(Y, %), (N, %)} U{ro, &, daccept; Greject }

Mnozina pracovnych stavov bude vyzerat nasledovne

Q' = {gpyU{0, 112 x {1, ..., k}xQx (SU{¢, 8, # 1) {0, ..., k+1}x{Y, N, L, —}*x{0,1, -}

Vyznam jednotlivych zloZiek vysvetlime na priklade. Ak sa teda proces p’ stroja M

nachadza v stave

q =|f,sig,x,q,ay,....a5,n,quall, qual2, b|

znamena to nasledovné. Proces p’ reprezentuje x-tt hlavu nejakého procesu p automatu
A, pricom ten je v stave ¢ a svojimi hlavami ¢ita postupne symboly aq, ..., ag. f)alej f
urcuje, ¢i sme v prvej alebo druhej faze simulacie, sig hovori, ¢i je aktualne parny alebo
neparny krok vypoctu a n hovori, ktory z k procesov ma aktuélne vysielat symbol, ktory
¢ita jemu prislachajtca hlava (relevantné iba pre prvia fazu simulacie). Nakoniec quall
je posledna vypocitana kvalita nejakej konfiguracie, qual2 je hodnota kvality poslané
nejakou susednou skupinou procesov a b hovori, ¢i sa aktudlna konfiguracia nachadza v

pravej alebo lavej vetve (quall, qual2 aj b st relevantné iba pre druhu fazu simulécie).

KedZe stroj nemé pracovné pasky, tak A relacia bude tvaru
Q' xRx (XU{¢e,$}) xT = Q' x RxI'" x{-1,0,1}

Aby sa nemylili znacenia prazdneho stavu a prazdneho slova, budeme oznacovat prazdne
slovo symbolom . Taktiez, ked pouZijeme v druhej zlozke stavu zapis sig+ 1, myslime

tym sc¢itanie modulo 2.
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B.u.n.v mézeme predpokladat, ze AF'A A je v normalnom tvare popisanom vyssie, a
teda kazdy jeho strom vypocétu mé faktor vetvenia najviac dva. Stroj M zac¢ne v pocia-
to¢nej konfiguracii, z ktorej sa rozvetvi na k procesov, kde kazdy reprezentuje jednu z k
hlav automatu A, pricom v stave si kazdy pamaétéa cislo 1, ..., k, podla toho ktorej hlave
prislacha. Takisto si procesy budu v stave pamétat pociato¢ny stav gy automatu A a
k-ticu (¢, ..., ¢), ktord reprezentuje symboly ¢itané hlavami automatu A na zaciatku

vypoctu, ¢im bude mat zapamétant celd jeho pociatocnu hlavova konfiguraciu.

A<Q67T07¢7 ZO) = {([0707x7QO7¢7 "‘7¢7O7 ) _]787 Z(]?O) ‘ T e {17 7k}}
k

M odsimuluje jeden krok automatu A v jednom kole, ktoré bude vyzerat nasledovne.
Kazdy proces M sa podla é-funkcie A rozvetvi na dalsie procesy, s tym Ze v kazdej
vetve realizuje konkrétny prechod podla konfiguracie A, zapamétanej v stave, nasle-

dovnym spdsobom.

— - - ' -~ 't
C1 c2 P_C1,1 PClk PpPcC21 PC2k

Obr. 2.2: Simulacia jedného kroku AFA

Proces zmeni zapamétany stav A na novy podla pouZitého prechodu. Ak ma v prvej
zlozke stavu zapaméatani hodnotu x, tak svoju vstupnia hlavu posunie podla posunu
x-tej hlavy automatu A a kedZe eSte nevie aké symboly budu ¢itat vstupné hlavy A v

nasledujucom kroku, tak do zlozky stavu, ktoré si ich paméta, si zatial ulozi hodnotu

H, ooy F
——

k

Okrem toho si kazdy proces v tomto kroku vlozi do zésobnika typ konfiguracie
C' automatu A, ktort ma zapaméitant, ¢o bude hodnota [0 € {V,3,|} a hodnotu
b € {0, 1}, ktora hovori o tom, ktory prechod (st maximalne 2) d-funkcie vykonal, resp.

ktorou vetvou vypoétového stromu automatu A bude pokracovat (ak je konfiguracia
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jediny nasledovnik, tak to bude vzdy 0). Tymto spésobom bude mat kazdy proces
po n odsimulovanych krokoch na zasobniku ulozeny retazec [11b1003bs...01,,b,, ktory
reprezentuje cestu z pociatocnej konfiguracie do C' vo vypoc¢tovom strome A. Tomuto

retazcu budeme hovorit vijpoctovd cesta konfiguracie C.

Ak ma J-funkcia dva prechody z danej konfiguracie, proces sa rozvetvi na dva nové
procesy, pricom kazdy z nich si podla svojho prechodu ulozi novy stav p;, posunie
vstupni hlavu o d;,, do zésobnika vlozi typ konfiguracie podla funkcie f,,. a symbol

z j € {0,1} podla toho, ktory prechod realizuje.
Ve e {1,....k}, Vq € Q, Vsig € {0,1}, Vaq, ...,ar € XU {¢,$}, Vy €T

ti (S(Q, ai, ...,ak) = {(po,d()’l, -'-7d0,k)7 (pladl,la ...,de)} .

A([Oa 3ig> x,q,0a1, ..., 0, Oa Ty T _]7 €, Oy, 7) =
{([Oa Slg + 1a Z,Pp, #7 sy #7 17 R _]a g, /yftyPE(Q7 A1y ey CLk»)j, dj@) |j € {O’ 1}}
k
Analogicky ak mé J-funkcia iba jeden prechod, akurat v tom pripade vlozi do za-

sobnika ako ¢islo vetvy vzdy 0.

8(q, a1, ....;ax) = {(p,dy, ..., dy)} :

A([Oa Sigawa(LGD "'7ak707 R _]757(1177) =
{([07 S'Lg + 17x7p7 #a tery #a ]-7 R _]7577ftype(Q7a17 7ak)0adx)}
k

kde fipe : Q@ X (X U{¢,8})* — {3,V,]} je funkcia priradujica konfiguracii stroja A jej

typ, definované ako

vV ak g(q) = A a zéaroven |0(q, ay, ..., ax)| = 2
frgpe(@, a1, ...;a) = ¢ 3 ak g(q) = V a zaroven |6(q, ay, ..., ax)| = 2
| inak

Teraz si procesy musia este zistit aktudlne symboly ¢itané hlavami automatu A.
Kazdy ma informéciu aky symbol ¢ita jemu prisltuchajica hlava A, lebo je to préave ten
symbol, ktory momentalne ¢ita jeho vstupna hlava a zaroven procesy zodpovedajuce
vstupnym hlavam rovnakej konfiguracie automatu A maji rovnaky obsah zésobnika,
lebo simulovali kroky podla rovnakych prechodov. To znamena, ze st v tomto kroku
naladeni na rovnaky kanal a najblizsich £ krokov v poradi ako prislichaju jednotlivym
hlavam, vzdy jeden proces vysle na kanal informéaciu, aky symbol ¢ita jeho hlava a
ostatné procesy zatial pocuvaju a zapaméitaju si ho. Tymto spésobom budu mat po
k krokoch vsetky procesy informéciu o ¢itanych symboloch a simulécia jedného kroku

automatu A je ukoncené.
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V prvom kroku bude prvy proces vysielat svoj ¢itany symbol a, ostatné procesy budi

vysielat e (pocuvat) a vSetci si zvysia o 1 pocitadlo krokov, ktoré hovori o tom, kto ma

vysielat.
Vg € Q, Vsig € {0,1}, Va € XU {¢,$}, Vy eI
A([()?Siga 17Q7#7 "'7#7 ]-7 EREE) —],E,CL, 7) - {([07829+17 17p7#7 "'7#727 EREE) —],CL,’}/7O)}
k k
Ve e {2,...,k}:
A([O,Sig,l’,q,#, "'7#7 17 BERE) _]7570’77) = {([07 8ig+1,$,p,#, "‘7#727 R _]767770)}
k k

Nésledne vzdy v z-tom kroku si kazdy proces na (z — 1)-vi poziciu ulozi prijaty
symbol z predoslého kroku, xz-ty proces zacne vysielat svoj Gitany symbol a ostatné

buda pocuavat.

Ve € {2,....k}, Vg € Q, Vsig € {0,1}, Vaq,...,ax,a € DU {¢,$, #}, Vy e, Vr e R:

A([Oa Sigwxa(Za Ay, ..y A, Ty —, —, _]7Ta a, ’7) =

{([07 SZg + 1,37,]), A1y .0y Ag—2, T, Agy ooy Af, T + 1a EREE) —],CL,’}/,O)}
Vee{l,....k},Yye{2,...k} :x#y:

A([07 Sig,.f,q, a1, ...,k Y, — —, _]7T7a77) =
{([Oa SZg + 1,[17,}9, ay, "'7ay72a7a> ay7 ey Ay, T + 15 R _]755770)}

V (k+1)-vom kroku si kazdy proces iba ulozi posledny prijaty symbol a do pocitadla
krokov si nastavi 0, ¢im ukonc¢i jedno kolo a dostane sa do stavu na simulovanie d'alsieho

kroku.

Ve e {l,..,k}, Vg € Q, Vsig € {0,1}, Vaq, ...,ar,a € ZU{¢,$, #},Vy e, Vr e R:

A([Ov SigvraCZa ay, ..., Ak, k + 1a EREE) _]7T7a7’7) =
{([07 Slg + 171',])7 ay, "'7ak—lar707 EREE] _]767770)}

Mézeme b.u.n.v predpokladat, Ze procesy automatu A nerobia po dosiahnuti akcep-
tacného /zamietajiceho stavu uz ziadne kroky a teda tymto sposobom vieme simulovat
kazdy proces vo vypocte automatu A, kym nedosiahne jeden z tychto stavov (alebo sa

bude cyklit donekonec¢na).
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Akonahle sa proces na zaciatku kola dostane do stavu uecept/Greject, tak si v prvej
zlozke stavu vymeni hodnotu 0 za 1, ¢o znadi, Ze zacal druhu fazu simulédcie. Takisto
k-ticu ¢itanych symbolov nahradi za #, ..., #, lebo ich uz nebude potrebovat.

k

Ve € {1,....,k}, Vg € QVsig € {0,1}, Vay,...,ar,a € XU {¢,$}, Vy el

ak g(q) € {Qaccept7 QTEjECt} :

A([()? Siga z,q,0a1,...,a, 07 BEREE) _]7 €, a, ’7) = {([17 52g+1, z,q, #7 ceey #7 07 R _]7 €,%, 0)}
k
V druhej faze buda procesy stroja M postupne priradovat konfiguraciam auto-

matu A ich kvalitu, teda hodnotu z {Y, N} od koncovych az po pociatocni. Procesy
zodpovedajuce réznym hlavam rovnakej konfiguracie budia odteraz pracovat ako jeden
proces. Zabezpecime, aby po vypocitani kvality pre konfiguraciu C' automatu A platil

nasledujuci invariant.

(i) Procesy, ktoré majua vypocitanu kvalitu konfiguracie C', st préave procesy zodpove-
dajuce termindlnym konfiguracidm v podstrome zakorenenom v C' a na zasobniku

maja vsetky ulozent vypoctovi cestu do konfiguracie C'.

Procesy za¢na tym, Ze podla stavu konfiguracie automatu A v ktorej skondili, si

ulozia do stavu hodnotu qual € {Y, N}. V tomto pripade je invariant splneny.

Vo e {1,...k}, Vg € Q : 9(q) € {Gaccepts Greject} Vsig € {0,1}, Va € LU {¢,3}, Vy e I':

A([la SigvaQ7#7 "'7#707 EREE) _]7€7a7 ’Y) -
k

1782. +1,I’, NIRRT a07 en y Ty T E, 70
{([1,s1g q, # k #,0, fena(0), = —],€,7,0)}
kde fenq : Q@ — {Y, N} je funkcia, ktora priraduje koncovej konfigurécii kvalitu podla

jej stavu a je definovana ako

o Y ak g(Q) = QCLccept
fend( ) -
N ak g(Q) = (reject

Nech teraz invariant plati pre nejaka konfiguraciu C'1 a nech S1 je skupina proce-
sov, o ma vypocitanu jej kvalitu, pricom kazdy z nich ma obsah zasobnika [;0;...01;b;.
Kazdy proces z S1 vypocita kvalitu konfiguracie C', ktora je predchodcom C'1 nasle-
dovne.

Najprv si zo zasobnika vyberie najvrchnejsi symbol b; € {0, 1}, ktory urcuje, v

ktorej je konfiguracia C'1 vetve a ulozi si ho do stavu.

Ve e {1,....k}, Vg € Q, Vsig € {0,1}, Va € XU {¢,$}, Vb € {0,1}, Vqual € {Y, N} :
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A([lv Sigrra(_Za #7 ceey #707(]“&[’ _7 —],€,CL, b) =
k

{([L 87’9 + 17$7Q7 #7 st #,O,C]U(ll, _76]757)‘70)}
k

Nésledne sa pozrie na dalsi symbol 0J; na zasobniku a ak ma hodnotu |, tak to
znamend, ze C1 je jediny nasledovnik konfiguracie C' a méa rovnaku kvalitu ako C.
TakZe proces si zapamétani hodnotu qual v stave nemeni, odstrani symbol UJ; zo
zasobnika a vymaZe si v stave predtym zapaméatany symbol b;. Invariant je ocividne

splneny.

Ve e {1,....k}, Vg € Q, Vsig,b € {0,1}, Va € X U {¢,$}, Yqual € {Y, N} :

A([la S’ig,.ﬁC,q, #7 s #,O,qual, _76]757a7 D =
k

{([17 SZg + 17£7Q7 #7 ceey #707qual7 R _]7€7>\70)}
k

Ak ale 0J; ma hodnotu V alebo 3, tak konfiguracia C' mé aj druhého nasledovnika
C?2 a existuje skupina procesov S2, zodpovedajicich konfiguracidm v podstrome zako-
renenom v C2; ktoré by mali mat v nejakom ¢ase vypoéitanu kvalitu C2 (ak nie si
zacyklené). A tym, ze C'1 a C'2 maju rovnaka vypoctovi cestu az po konfiguraciu C,
tak si ich skupiny procesov budi vediet poslat informacie na kanali [Jb;...0;_,0;.

Procesy si od zaciatku vypoc¢tu budi v druhej zlozke stavu uchovavat informaciu
o tom ¢ sa vykonava parny alebo neparny krok (premenna sig). Teraz bude kazdy
proces z S1 podla uloZenej hodnoty b; v kazdom parnom (neparnom) kroku vysielat
na kanali 0;b;...b,_10; svoju ulozent kvalitu quall a v kazdom neparnom (parnom)
poc¢uvat, ¢i na kanali nevysiela svoju hodnotu nejaky proces zo skupiny S2. Kedze
procesy nemusia skonc¢it prva fazu simulacie v rovnakom case, tak tymto ¢akanim je

zabezpecCena synchronizéicia druhej fazy.

Ak sa zhoduje parita kroku a uloZen& hodnota b;, tak proces bude vysielat svoju

hodnotu qual.

Ve e {l,....k}, Vg € Q, Vsig € {0,1}, Va € YU {¢,$}, VO € {V,3}, VYqual € {Y,N}:

A<|:17 S/Lg?xJ Q7 #7 Tt #707 qua/l7 ) 529]787 a7 |:|) =
k

{([]—787“9 + ]-)xa(L #7 e #70,(]U6Ll, B Sig]aquala D,O)}
k
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Ak sa tieto hodnoty nezhoduji, tak proces bude pocuvat.

A([1, sig,z,q, #, ..., #, 0, qual, —, sig + 1], quall, a,0) =
k

{([17829 + 17x7q7 #7 i3} #7()’ qual7 B Slg + 1]7€7D70)}
k

Ak proces z S1 alebo S2 prijime od druhej skupiny hodnotu qual2, tak si ju ulozi do
stavu a v dalsom kroku pogle znovu svoju hodnotu quall, ale so Speciadlnym priznakom
%, ktory hovori o tom, ze v dalsom kroku budu mat obe skupiny procesov k dispozicii

kvality oboch konfiguracii C'1 a C2, a teda mozu naraz vypocitat kvalitu konfiguracie

C.

Ve e {1,....k}, Vg € Q, Vsig € {0,1}, Va € ZU{¢,$}, VO € {V, 3}, Vquall, qual2 € {Y, N} :

A([1, sig, z,q, #, ..., #, 0, quall, —, sig], qual2, a,0) =
k
{([1,sig+ 1,2,q,#, ..., #, 0, quall, qual2, sig], (quall, x),3,0)}
k

Ak Tubovolny proces z S1 alebo S2 vysle alebo prijme spravu tvaru (quall, ),
tak v dalSom kroku si z hodnot quall, qual2 a hodnoty [J; na zasobniku vypocita
novt hodnotu qual, ktort si ulozi do stavu, premaze ulozZené hodnoty qual2 a b;, a [;
odstrani zo zasobnika. Tym padom budi vSetky procesy z S1 U S2 mat vypocitant
kvalitu konfiguracie C' a na zasobniku buda mat retazec O;b...00;_1b,_4, teda invariant

je znovu splneny.

Ve € {1,....k}, Vg € Q, Vsig € {0,1}, Va € 2U{¢,$}, VO € {V, 3}, Yquall, qual2 € {Y, N} :

A([1, sig,z, q, #, ..., #, 0, quall, qual2, sig|, (quall, %), a,0J) =
k

{([17 S’Lg + 17 z,q, #7 ceey #7 07 fparent(qualla qual2> D)7 ) _]7 £, )‘7 O)}
k

A([1, sig, z, q, #, ..., #, 0, quall, —, sig + 1], (qual2, *), a,0) =
k

{([17 Slg + 17 z,dq, #7 ceey #7 07 fparent(qual]-a qua127 D)J ) _]7 g, >\7 0)}
k
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kde fparent 1 {Y, N} x {Y, N} x {V,3} — Y, N je funkcia, pocitajuca kvalitu pred-

chodcu podla kvalit jej nasledovnikov a je definovana ako

Y ak  (quall =Y Aqual2 =Y ANO=YV)
Jparent(quall, qual2,0) = V(quall =Y ANO=3) V (qual2 =Y ANO = 3)
N inak

Takto budu vsetky procesy pokracovat, az kym nebudt mat na zésobniku iba po-
¢latocény symbol Z,. Ak sa tak stane, znamené to, ze vSetky procesy maji vypocitani
kvalitu pociato¢nej konfiguricie a st naladené na rovnaky kanal. Nésledne teda, ak
plati qual =Y (qual = N), tak v8etky procesy vysli na kanali gaccept (¢reject) a ukonéia

tym vypocet.

Ve e {1,....,k}, Vg € Q, Vsig € {0,1}, Va € YU {¢,$} :

A([173i97x7Q7 #a ceey #a 07Y7 ) —],5,@, ZO) - {([1>Sigax7Q7 #7 ceey #707Y7 ) _]7qaccepta Zan)}
k k

A([lﬂgigax?q’#a "'7#707]\]7 ) —],E,CL, ZO) = {([178ig7x7Q7#7 "'7#707 N7 B _]7QT'ejectsz70>}
k k

Z konstrukcie je zrejmé, ze M akceptuje (zamieta) prave vtedy, ked akceptuje (za-
mieta) A. HIbka zasobnika bude pocas vypoctu vo vetkych procesoch najviac c-d, kde
d je hibka im prisltchajicej konfiguracie v strome vypoctu automatu A, pre vhodnt
konstantu c. Hibka konfiguracie stroja A moze byt najviac 7'(n), ¢ize kanalova zlozitost
stroja M je naozaj O(T'(n)).

Takisto, v prvej faze simulacie staci konstantny pocet krokov na odsimulovanie
jedného kroku A, teda na prvu fazu staci celkovo O(T'(n)) krokov. Podobne, ¢as na
druht fazu je zas linedrne tmerny velkosti zasobnika, ¢o je O(T'(n)). Teda stroj M

naozaj pracuje v ¢asovej zlozitosti O(T'(n)).



Kapitola 3

Komunikacia pomocou zasobnika a

pocitadla

KedZze pri pouZivani zasobnika na komunikéciu je pocet roznych moznych kanalov za-
visly od vel'kosti zasobnikovej abecedy, tak je celkom prirodzené porovnat komunikaciu
pomocou zasobnika s komunikaciou pomocou pocitadla. Zrejme najprirodzenejsie je
pozriet sa, ¢ vieme komunikiciu pomocou pocitadla velkosti n nahradit komunikiciou

so zasobnikom velkosti logn.

3.1 Priama simulacia

Prvéa idea ako odsimulovat komunikéciu s poc¢itadlom pomocou komunikacie so zésob-
nikom, by mohla byt, spravit to priamo. Teda obsah pocitadla 1™ by bol na zasobniku
ulozeny ako binarne zapisané ¢islo n s najmenej vyznamnymi ciframi na vrchu zésob-
nika. Pri tomto pristupe, ale narazime na problém. Ak stroj nema pracovné pasky, tak
sa zda, Ze na samotnom zasobniku nevieme v logaritmickej paméti rozumnym sposo-
bom simulovat inkrementaciu a dekrementéciu pocitadla. Ak by sme sa totiz pocas
inkrementacie hodnoty na zasobniku potrebovali vnorit hlbsie do zasobnika, aby sme
zmenili symbol na nejakej vyznamnejsej pozicii, tak vSetky symboly predtym by sme
museli zo zasobnika odstranit a nemali si kde zapamétat ich hodnoty ani pocet. Nezda
sa ani, Ze by poméhala moZnost viacerych procesov a komunikécie, kedZe procesy musia
mat rovnaky obsah zasobnika, aby mohli spolu komunikovat.

Dokazeme teda o nieco slabsi vysledok, a to ze okrem zasobnika na komunikaciu
priddme stroju aj nejakt ¢o najmensiu pamét a pomocou tohto upraveného modelu

spravime simuléciu stroja, ktory ma na komunikaciu pridané pocitadlo.

Nech je maximélna velkost pocitadla C'(n) a chceme ho odsimulovat zasobnikom

velkosti O(log(C(n))). Ak by sme stroju pridali okrem zasobnika aj pamét velkosti

21
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O(log(C(n))), vedeli by sme si vietky symboly vybraté zo zasobnika ulozit na péasku a
simulacia prace s pocitadlom by bola v tomto pripade priamociara.

My sa ale pokusime pridantd pamét ¢o najviac minimalizovat. V skutoc¢nosti si stroj
nepotrebuje pamétat hodnotu kazdého symbolu, ktory vybral zo zasobnika, ale staci
ich pocet. Ak mame totiz pri inkrementécii hodnoty na zasobniku situéciu, Ze nie-
kol'ko najvrchnejsich symbolov zésobnika predstavuje cifru 1, tak potrebujeme tieto
symboly vybrat von, zmenit prvy symbol na zésobniku ¢o predstavuje 0 na 1 a doplnit
naspat tol'ko symbolov 0, kolko bolo na zac¢iatku vybranych symbolov 1. Pocet vybra-
nych symbolov zo zasobnika si vieme zapamétat v logaritmickom priestore od velkosti

zésobnika, ¢ize nam staci pridat pamét velkosti O(log(log(C(n)))).

Je tu ale este jeden problém, a to Ze oproti povodnému stroju, kde inkrementéacia a
dekrementécia trvaju vzdy jeden krok, pri tomto pristupe pocet krokov potrebnych na
simuléciu jednej zmeny obsahu zasobnika zavisi od aktuélnej velkosti zdsobnika. Mohlo
by sa teda stat, ze vo vypoc¢te na povodnom stroji mali byt v konkrétnom case dva pro-
cesy naladené na rovnaky kanal a pri pokuse o simuléaciu tohto vypoc¢tu na novom stroji
by kvoli rozdielnosti dlzky operacii tomu tak nebolo a vypoéty by neboli ekvivalentné.
Aby uvedena idea simulécie fungovala, potrebovala by nejaka formu synchronizacie
tychto operacii. Na to aby sme ju zabezpedcili, priddme do nasledujticeho tvrdenia este

jeden predpoklad navyse a to konstruovatelnost funkcie log(log(C(n) + 1).

Tvrdenie 3.1: Nech C(n) je lubovolna funkcia taka, ze log(log(C(n)+ 1) je paskovo
konstruovatelna a nech M je WPF A, pracujuci v kandlovej zlozitosti C'(n). Potom
existuje W PT M,y M’', simulujici M v kanalovej zlozitosti O(log(C'(n))) a priestorovej
zlozitosti O(log(log(C(n)))).

Doékaz: Nech M = (Q, R, X, T, A, qo, 70, €, Qaccepts Qreject, Zo) je WPFA; a o je
jeho jediny zasobnikovy symbol okrem Z,. Nech jeho prechodové relacia ma tvar A :
Qx Rx (XU{e, $}) x {0, Zy} — Q x R x {—1,0,1}2, kde posledna zlozka znadi pracu
s poc¢itadlom. Skonstruujeme k nemu ekvivalentny W PT M, M’ s dvomi pracovnymi
paskami ako M’ = (2,Q’, R, X, T', A, q4, 70, €, Gaccepts Grejects 20)-

Nech ag, a; st symboly, ktoré budi spolu s pociatoénym symbolom Zj tvorit pra-
covni abecedu stroja M'. Ak teraz budeme chépat symbol ag ako 0 a a; ako 1, tak
obsah zasobnika aj pracovnych pésok vieme interpretovat ako ¢islo v binarnej stustave.
Tym padom vieme mat na zasobniku ulozenii aktudlnu hodnotu pocitadla stroja M.

Obsah zasobnika budeme chapat tak, ze na vrchu budi najmenej vyznamné cifry

binarneho ¢isla, ktoré ma uloZzené. Potrebovali by sme ale rozlisit situdciu, ked ma
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pocitadlo hodnotu 0, takze zédsobnik obsahujici iba pociato¢ny symbol by mal repre-
zentovat pocitadlo s hodnotou 0. Preto budeme mat binarnu reprezentaciu ¢isel “o jedno
posunut”. Cize zésobnik obsahujuci iba prazdny symbol bude znamenat hodnotu po-
¢itadla 0 a ak bude zasobnik obsahovat binarny zéapis ¢isla n, tak to bude znamenat
hodnotu pocitadla n + 1. Teda napriklad obsah zasobnika Zya,agag reprezentuje hod-
notu 5. Podobne posunutt budeme mat aj reprezentaciu ¢isel na pracovnych paskach,
teda prazdna péaska bude reprezentovat hodnotu 0, ag bude reprezentovat 1, atd. Za-
rovenl budeme obsah pasky chapat ako binérne ¢islo s najmenej vyznamnymi ciframi
nalavo, ¢ize naopak ako je zvyk pisat binarne ¢isla. Potom vie M’ spravit inkrementéaciu

zésobnika nasledovne (dekrementécia je obdobna).
e Ak je na vrchu zésobnika symbol Zj, tak M’ iba prida do zasobnika symbol aq.
e Ak je na vrchu symbol ag, tak ho vyberie a vlozi tam symbol a;.

e Ak tam je symbol a;, tak ho vyberie a inkrementujeme ¢islo na prvej pracovnej
paske. Toto opakuje az kym na vrchu zasobnika nebude symbol ay alebo pocia-
tocény symbol. V prvom pripade ag vyberie a vlozi tam a;, v druhom pripade
iba prida do zésobnika symbol a;. Néasledne bude postupne dekrementovat ¢islo
na prvej pracovnej paske a pri kazdej dekrementacii do zasobnika pridé symbol
ap, aZ kym na pracovnej paske nebude hodnota 0, ¢im je inkrementacia hotova.

Pracovna paska tu funguje ako pocitadlo odstranenych symbolov.

Je potrebné este vyriesit problém s nerovnakymi dlzkami operacii zmeny zésob-
nika. Najdlhsia mozna inkrementacia (dekrementacia) je v pripade, ked musime vybrat
vietky symboly zo zasobnika, ked ma maximalnu moznt velkost, ktora je log(C(n))+1.
Vtedy operacia trva tak dlho, kol'ko trva na pracovnej paske pocitat od 0 po log(C'(n))+
1 a zas naspat. Staci teda zabezpecit, aby kazdy simulovany krok stroja M trval takto
dlho. Tu vieme vyuzit konstruovatelnost log(log(C(n)) + 1).

Stroj M’ si na zac¢iatku vypoc¢tu na druhej pracovnej paske vyhradi log(log(C'(n))+
1) miesta. Nasledne bude simulovat kroky stroja M tak, Ze si vzdy podla prechodu
povodnej A reléacie ulozi prislusny stav stroja M, spravi posun vstupnej hlavy a pomo-
cou zasobnika a prvej pracovnej pasky vyssie uvedenym sposobom odsimuluje pracu s
pocitadlom. Zaroven bude cely ¢as na druhej péaske pocitat binarne od 0 po najvyssie
mozné ¢islo vo vyhradenom priestore (¢o je log(C(n)) + 1) a zas naspét. Az ked M’
dokon¢i tento cyklus na druhej paske, tak zacne simulovat d'alsi krok. Komunikacny
stav bude vysielat vzdy az v poslednom kroku tohto cyklu, aby sa vyhol konfliktom

pocas preladovania kanalu, ktoré neboli v povodnom vypocte.

Popiseme konstruovany stroj M’ formalnejsie.

Pracovna abeceda bude mnozina I'" = {ag, a1, #, Zo}, kde # je falosny blank.
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Mnozina stavov M’ bude @ X R X Qstack X Qsync, kde Qstacr, SU stavy na pracu so
zésobnikom a @4y st stavy na pracu s druhou pracovnou paskou, ktorou zabezpecu-
jeme synchronizaciu. Zlozka END € Qgtack (Qsync) znamend, ze bola ukoncend praca
so zasobnikom (paskou) a moze sa zacat simulovat dalsi krok. Zlozka START € Qgyne
resp. START;,., START 3o € Qgiacr znaci zaciatok prace s péaskou, resp. zaciatok in-
krementécie/dekrementécie zasobnika.

Pociato¢ny stav M’ bude ¢} = [qo, 70, END, END].

Ked sa druhé aj tretia zlozka v stave rovna EN D, tak to znamené, Ze stroj moze
simulovat dalsi krok. Takze podla prvych dvoch zloZiek stavu a ¢itaného symbolu
a povodnej prechodovej relacie si proces ulozi nové stavy, pohne spravne vstupnou
hlavou a do tretej zlozky si nastavi hodnotu START. Zéaroven podla toho ¢ sa v
danom prechode pocitadlo inkrementuje/dekrementuje/ostane rovnaké si proces do
druhej zlozky stavu nastavi hodnotu ST ART;,./START ../ EN D. Tym sa za¢ne préaca

s so zasobnikom a synchroniza¢nou péaskou.

Vg, p € Q,Vr,” € R, Vy €T, Yae€XU{¢, $}Vby, by € {#,#}IVd € {—1,0,1} :
o Alg,r,a,0) = (p,r',d,1):

A'([¢,r,END, END],r,a,by,bs,v) = ([p,7", START},., START, €, b1, b2,7,d,0,0)

e Alq,r,a,0) = (p,r',d,—1):

A'([qg,r, END, END],r,a,by,by,7) = ([p,7", START 4e., START], €, b1, ba,7,d, 0,0)

e A(q,7,a,0) = (p,1,d,0):

A([q,r, END, END],r,a,by,by,7) = ([p,7', END,START], e, by, b2,7,d,0,0)

Formélne popiSeme ako bude vyzerat inkrementacia hodnoty na zasobniku. Kvoli
prehladnosti vynechame v konstrukeii zlozky stavu nepodstatné pre tuto ¢ast simulacie
a takisto pracu so vstupnou hlavou a druhou pracovnou péaskou. Symbolom + budeme
spravidla oznacovat symbol na vrchu zasobnika, b budeme oznacovat ¢itany symbol na
pracovnej paske a prazdne slovo budeme znacit symbolom \. Zjednodusena prechodova

relacia bude tvaru
Qstack X (F/ U {#}) X F/ — Qstack X F, X F,* X {_1707 1}

Ak sa na vrchu zasobniku nachadza pociatoény symbol, tak tam M’ iba prida
symbol ag a podobne ak je na vrchu ag, tak ho len vyberie a vlozi tam symbol a;. V

oboch pripadoch je tym inkrementécia ukoncéené a stroj prejde do stavu END.

Vb € {CL(), ai, #7 #} : A/(STAR,-FL'ILC: b7 ZO) = (END) b7 ZOCLOa 0)
Vb € {CLQ, ai, #, #} : A/(START;TLC, b, CL()) = (END, b, ai, 0)
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Ak M’ na zasobniku ¢ita symbol ay, tak ho odstrani a za¢ne inkrementovat hodnotu

na pracovnej paske, reprezentujticu pocet vyhodenych symbolov zo zasobnika.
Vb € {ag, a1, #,#}: N (START,b,a;) = (INC,b, \,0)

Zmnovu ak je prvy ¢itany symbol na péaske blank alebo ag, tak ho iba stroj prepise

symbolom ag (v druhom pripade a), ¢im je inkrementacia pasky hotova.

vy € {ao, a1} Vb € {#,#} 1 A'(INC,b,v) = (REMOVE, ao,7,0)
V*Y € {a07a1} : A/(]NO7 CL()?’Y) - (REMOVEvah’%O)

V opac¢nom pripade stroj prechadza pasku smerom doprava, kym nenarazi na sym-
bol iny ako a;. Ked taky symbol precita, prepiSe ho na a; a nasledne prechadza pasku
naspat dolava a vSetky symboly a; po ceste prepisuuje na ag, az kym nenarazi na

zaciatok pasky.

Vv €{ag,a1}: A(INC,a1,v) = (RIGHT,ay,v,1)
Vy € {ag,ar} . A'(RIGHT,ay,7v) = (RIGHT,ay,7,1)
Yy € {ag, a1} Vb € {ao, #,#}: A'(RIGHT,b,v) = (LEFT,a;,v,—1)
Vy €{ap,a1}: A(LEFT,ay,7v) = (LEFT, ag,v,—1)
¥y € {ag,ar} . A(LEFT,¢,7) = (REMOVE,¢,7,1)

Po dokonéeni inkrementacie M’ prejde do stavu REMOV E, kde sa znovu pozrie

na vrchny symbol zédsobnika a ak je tam symbol a;, tak ho znovu odstrani a v tomto

cykle pokracuje, az kym na zésobniku nebude ¢itat symbol aq alebo Zj.
Vb € {ag, a1, #,#}: A (REMOVE,b,a;) = (INC,b,\,0)

Ked stroj prec¢ita symbol ag alebo Zj, tak vlozi do zasobnika a; a prejde do stavu

DEC, kde sa za¢ne dekrementécia hodnoty na paske.

Vb € {ag, a1, 4, #}: A (REMOVE,b,a) = (DEC, b, ay,0)
Vb € {CL(), ai, #, #} : A/(REMOVE, b, Z()) = (DEC, b, Zoa,l, 0)

Podobne ako pri inkrementéacii aj tu ak je prvy ¢itany symbol aq, tak ho M’ len

prepiSe na ag a dekrementécia je hotova.

vfy € {a’()?al} : A/(DEC7 a17’7> = (ADDaa'O7’7a O)
V"}/ € {aoaal} : A,<DE07 a[)’,-}/) = (RIGHTlacLOaP)/? 1)

Ak je ale prvy symbol ag, tak znovu bude stroj prechadzat pasku doprava az kym
neprecita symbol a; alebo blank (resp. falosny blank). Ak precita a, tak si skontroluje
¢ je na dalSej pozicii blank alebo nejaky iny symbol

vfy S {a(bal} : A/<RIGHT/)GO77> = (RIGHT/7(10,’}/7 1)
vy €{ag, a1} : A(RIGHT a1,7) = (CHECK, ai,7,1)
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V prvom pripade predchadzajtici symbol a; prepiSe na falosny blank, v druhom
pripade na ag a v oboch pripadoch za¢ne prechiddzat pasku smerom dolava a vSetky
symboly ag prepisovat na a;, az kym nenarazi na zaciatok pasky a ukon¢i dekrementaciu

pasky.

Vy € {ag,a1} Vb € {#,#}: AN (CHECK,b,v) = (BLANK, #,v,—1)
Vy,b € {ag, a1} : AN (CHECK,b,y) = (OTHER,b,~,—1)
Vv € {ag,a1} : A(BLANK, ay,7) = (LEFT',#,~,—1)
Vy € {ap,a1} : A(OTHER,ay,v) = (LEFT' ag,7,—1)
Vy € {ap,a1} : A(LEFT' ag,vy) = (LEFT' ay,7,—1)
Vy € {ap,a1}: A(LEFT' ¢,v) = (ADD,¢,v,1)

Ak stroj pri prechddzani pasky doprava narazi najskor na blank, tak to musi zna-
menat, ze sa na paske nachédza uz iba jeden symbol ag. Takze stroj iba posunie hlavu

dol'ava, prepiSe symbol na falo$ny blank a ukoné¢i dekrementéciu.

V’y € {CLOa al}Vb € {#a #} : A/(R[GHT/> ba 7) = (LEFT,/a #a Y, _1)
Vy € {ag,a1} : A'(LEFT" ay,v) = (ADD, #,,0)

Po ukonceni dekrementacie hodnoty na péske, stroj prejde do stavu AD D, kde prida
do zasobnika jeden symbol ag a znovu za¢ne dekrementaciu pasky. Takto pokracuje,

kym je mozné dekrementovat hodnotu na péske.
Yy € {ag, a1} Vb € {ag, a1, #,#} : A'(ADD,b,v) = (DEC,b,vag,0)

Ak na zaciatku dekrementéacie péasky precita stroj blank resp.falosny blank, tak na
paske sa nachédza hodnota 0, teda bol do zasobnika vlozeny potrebny pocet symbolov

a inkrementacia zasobnika je ukoncené.
Vy € {ap, a1} Vb € {#,#}: A(DEC,b,vy) = (END,#,7,0)

To, Ze stroj M’ akceptuje prave vtedy ked M je zrejmé z konstrukcie. Maximéalna
velkost zasobnika pocas vypoctu je log(C(n))+ 1 a maximalna velkost oboch pasok je
log(log(C(n)) + 1) + 1. Teda M’ naozaj pracuje v kanalovej zlozitosti O(log(C(n))) a
priestorovej zlozitosti O(log(log(C(n)))).

0

Poznamka 3.2 Simulécia sa da priamociaro rozsirit aj na stroje s pracovnymi péas-
kami. Ak méame W PF A; M s k pracovnymi paskami a priestorovou zlozitostou S(n) >
log(log(C(n)) + 1) + 1, tak k nemu vieme zostrojit WPT My M’ s k + 2 pracov-
nymi paskami a priestorovou zlozitostou S(n). Prvé dve pasky bude M’ pouzivat na
pracu so zasobnikom rovnako ako v predoslom dokaze (vdaka podmienke S(n) >
log(log(C(n)) + 1) + 1 sa manipulacia so zasobnikom vojde do priestoru S(n)). Na

zvysnych k paskach bude M’ priamo simulovat pracovné pasky stroja M.
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Poznamka 3.3 Pri simulécii sme sa nezaoberali tym, nakolko sa spomali vypocet
stroja. V kazdom simulovanom kroku po¢itame na pracovnej paske od 0 po log(C(n))+1
s tym, Ze v najhorSsom pripade musime pri jednej zmene obsahu pasky prejst cela pasku
velkosti O(log(log(C(n)))). Ak teda casova zlozitost péovodného stroja M bola T'(n),
tak pre ¢asovi zlozitost M’ dostavame netesny odhad O(T'(n)log(C(n))log(log(C(n)))).

3.2 Nepriama simulacia

Teraz si ukdzeme, ze v tvrdeni 3.1 sa v skutocnosti vieme zbavit aj predpokladu
konstruovatelnosti, ale simulaciu uz nebudeme robit priamo. VyuZijeme techniku, kde
najprv pomocou W PT M so zasobnikom na komunikaciu a pridanou malou pamétou
odsimulujeme TS urc¢itej paméatovej zlozitosti a nasledne pomocou neho odsimulujeme
W PF A s pocitadlom na komunikaciu. Skor ako sformulujeme nové tvrdenie, si doké-
zeme dve pomocné lemy, z ktorych dokaz tvrdenia priamo vyplynie. Myslienky oboch

nasledujucich dokazov st prebraté z dokazu vety 3.9 v praci [3].

Lema 3.4: Nech A je DTS taky, ze L(A) € DSPACE(nC(n)), kde C(n) je Tubo-
vol'na funkcia. Potom existuje W PT M M, simulujici A v kanalovej zlozitosti O(log(C'(n)))
a paméitovej zlozitosti O(log(log(C(n)))).

Dokaz: Nech A = (Q,%,T,6,q0, F) je DTS priestorovej zlozitosti ¢ - n - C'(n), pre
nejaki konstantu c. KedZe nas nezaujima casova zloZitost, méZeme b.u.n.v. predpo-
kladat, ze stroj ma len jednu, jednosmerne nekone¢nu pasku. Skonstruujeme k nemu

ekvivalentny W PT M M s jednou pracovnou paskou.

M si bude v jednom kroku pamétat konfiguraciu stroja A nasledovnym sposobom:
pre kazdé policko péasky stroja A bude mat vytvoreny jeden proces, ktory si v stave
bude pamétat obsah daného policka. Paska stroja A bude rozdelena na d - C(n) ¢asti,
kazda s velkostou n + 2, kde d je konStanta zavisla od ¢, pricom procesy zodpoveda-
juce polickam v i-tej Casti buda naladené na kanal ¢ (na zasobniku budd mat ulozent
hodnotu reprezentujicu ¢ rovnako, ako v predoslom dokaze).

Nech sa pre nejaké vstupné slovo w pracovna hlava stroja A po t-tom kroku naché-
dza na j-tom policku v ¢asti ¢ na paske kde 0 < j <n+2a0 <i < C(n). Zabezpecime

aby pre stroj M platil po odsimulovani ¢-tého kroku nasledujuci invariant (ii):

e Ak procesu prislicha policko v ¢asti 7, tak jeho vstupna hlava si bude pamétat
vzdialenost jemu prisluchajuceho policka od j-teho policka. To znamena, ze ak je
ich vzdialenost k, tak hlava procesu sa bude nachédzat na k-tom symbole vstupu

a v stave si bude proces pamétat ¢i sa policko nachédza nalavo alebo napravo od

J-
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e Ak procesu prislicha policko v jednej z ¢asti 0, ...,7 — 1, tak si jeho vstupna hlava
bude vyssie uvedenym sposobom pamétat vzdialenost od najpravejsieho policka

v danej Casti.

e Podobne ak procesu prislicha policko v jednej z casti i + 1,...,d - C(n), tak
si jeho vstupné hlava bude vyssie uvedenym sposobom pamétat vzdialenost od

najlavejsieho policka v danej Casti.

Proces, ktory zodpoveda prave skimanému policku budeme nazyvat aktivny a ¢asti
péasky v ktorej sa nachddza budeme hovorit aktivna ¢ast (oznacenia sme takisto prebrali

z prace [3]).

Formalnejsie nech M = (1,Q’, R, ¥, {ao, a1, #, Zo }, A, qb, 70, €, Qaceept s reject) Pricom
stav stroja M bude 8-tica

[faze, q, b, active, side, position, highest, stack]

kde prva zlozka hovori o faze vypoctu, v dalsich dvoch zlozkach st zapamétané infor-
macie o stroji A, pricom ¢ je aktudlny stav A a b je symbol prave ¢itany jeho hlavou.
Dalej v zlozke active si proces pamata, ¢i je jeho policko v aktivnej ¢asti alebo nie,
side hovori & je proces nalavo alebo napravo od aktivneho procesu (relevantné len pre
aktivnu ¢ast), position hovori, ¢i je proces nalavo, napravo alebo uprostred svojej ¢asti
pasky stroja A, highest urcuje, ¢i je kanél procesu aktualne najvyssi vytvoreny a stack
je stav na pracu so zasobnikom pri preladovani kandlu. Formélne zapisand mmnoZina

stavov moze vyzerat takto.
Q/ = Qfaze X Q X (Z U {¢a #7 _}) X {Oa ]-7 _}2 X {_1707 1a _} X {07 1a _} X Qstack

kde Qfase = {Gmakes Guaits Greadyy Grequests Qinat} & Qutack je rovnaka mnozina stavov ako
v predoslom dokaze.

Stroj M bude pracovat tak, ze v.danom momente bude mat vytvorenych iba tolko
skupin procesov, kolko je potrebnych. Ak by pévodny stroj A vysiel svojou vstupnou
hlavou do ¢asti pasky, pre ktortt M este nemé vytvorené procesy, tak si M vytvori nova
skupinu procesov naladenii na novy najvyssi kanal. Nizsie popiSseme, akym spdsobom
bude M vytvarat nové procesy.

V nasledujicej konstrukcii pre jednoduchost vynechame pracu so zasobnikom a
pracovnou paskou stroja, kedZe sa s nimi pracuje iba pri preladovani kanalov. Zjedno-

dusena prechodové relacia bude mat teda tvar:

Q' x Rx (SU{e,$}) = Q' x Rx {~1,0,1}
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Na zac¢iatku sa pociatoény proces inicializuje, teda si nastavi prvi zlozku stavu na

Gmake, kedZe ide vytvarat nové procesy a zapaméta si v stave pociato¢ny stav stroja A.
A(q(l)v To, (t) = ([Q’makea qo, — = 7 _]757 0)

Nasledne proces vyrobi prvych n+2 procesov tak, zZe bude postvat vstupnou hlavou
a postupne vyrabat svoje kopie. Presnejsie sa vzdy proces v stave ¢,,qke rozvetvi na dva
procesy, z ¢oho jeden posunie vstupnu hlavu doprava a ostava v stave ¢ere, @ druhy
ostane stat na mieste, stav si zmeni na ¢, zapaméata si v stave ¢itany symbol a podla

neho si spravne nastavi ostatné zlozky stavu.

A([Qmakev qo, = = 7 7 _]7 g, ¢) =
{([Qmakev qo, = = 7 _]7 g, 1)7 ([QMaita qo, ¢, 17 17 _17 17 _]7 g, O)}
Va S A([Qmakea qo, = = 7 7 _]7€a a’) =
{([Qmakea qo, — = 7 _]7 &, 1)7 ([Qwaitv qo, @, 17 17 07 17 _]787 O)}

Procesy v stave quqi¢ len ¢akaji na spravu ¢peqqy, signalizujicu ukoncenie vytvéracej

fazy a ich hlavy ostéavaju na mieste.

Va € XU {¢}Vpos € {—1,0} :

A([Qwaita qo, @, 17 1ap087 1a _]7 g, Cl) = {([qwaitv qo, @, 17 1ap037 17 _]a g, O)}

Ked proces v stave gnare precita symbol $, tak vie, ze dosiel na koniec vstupu, do
stavu si zapaméta symbol # (blank) a na kanali vysle spravu ¢,eqqy (uvedomme si, ze

vietky doteraz vytvorené procesy si naladené na ten isty kanél).

A([Qmake: qo, = = 7 _]7 g, $) = {([qwaitv qo, #7 17 17 ]-a ]-7 _]7 Gready O)}

Ak procesy v stave Guqi Prijmi spravu ¢reqay, tak vedia, ze vSetky procesy s pri-
pravené, do prvej zlozky stavu si uloZia stav gyeqqy a mozu zacat simulovat krok stroja

A. Mozeme vidiet, Ze invariant (ii) je po tejto faze splneny.

Vae XU {¢,$} Vb e XU {¢, #} Vpos € {—1,0,1}:

A([qwaita QO7 b? 17 17p087 17 _]7 %"ezzdya a/) - {([Qreadw q07 b7 ]-7 17])087 17 _]767 0)}
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Predpokladajme teraz, ze plati invariant (ii) a ukdzme ako M odsimuluje jeden krok
vypoctu stroja A. Aktivny proces pozné stav aj symbol ¢itany strojom A a vie teda
urcit jeho d'alsi krok. Ulozi si do stavu zapisany symbol aj novy stav stroja a na kanéli
v aktivnej Casti posle spravu o novom stave a pohybe hlavy stroja A. Procesy podla
toho nasledne upravia pozicie svojich vstupnych hléav.

Formélne popiSeme iba pohyb hlavy smerom doprava. Ak je aktivny proces (proces
so vstupnou hlavou na lavej zarazke) nalavo alebo niekde uprostred jemu prislichajtce;j
Casti pasky stroja A, tak pri pohybe hlavou doprava z nej A urcite nevyjde. Simulacia
jedného kroku stroja A bude mat v tomto pripade dva kroky. V prvom kroku aktivny
proces podla zapamétaného stavu a symbolu ¢itaného strojom A, vysle na kanali infor-
maciu o novom stave a pohybe hlavy doprava. Zaroven bude po simulacii tohto kroku

urcite nalavo od aktivneho procesu, a teda si zmeni prislusna zlozku v stave na 0.
Vg € Q\FVp € QVa,b € I'Vpos € {—1,0} Vsid, hig € {0,1} t.7. §(¢,a) = (p,b,1) :
A([Qreadya q,a, 17 Sid? pos, thv _]7 £, ¢) = ([%"eady;pv b7 17 07p037 h'297 _]7 (p7 1)a O)

Ostatné procesy v aktivnej ¢asti v tomto kroku iba ¢akaju na prijatie informécie od

aktivneho procesu.
Vq € QVa € T'Vpos € {—1,0,1}Vsid, hig € {0,1} Vb € L U {$} :
A([Qreadya q,a, 1a Sidap087 th? _]7 g, b) = ([QTeady7 q,a, ]-7 Sidaposv hlg7 _]7 g, 0)

V druhom kroku, potom ¢o procesy prijmi informéciu o novom stave a pohybe
hlavy, v tomto pripade doprava, si novy stav ulozia a spravne posunu svoju vstupni
hlavu. Teda ak boli vIavo od aktivneho procesu a maju zapamétani hodnotu 0, tak sa
ich vzdialenost od aktivneho procesu zvéicsila a posund svoju vstupnu hlavu smerom

doprava. Naopak, ak boli od neho vpravo, tak posunt svoju vstupnu hlavu dol'ava.
Vq,p € QVa € T'Vpos € {—1,0,1}Vhig € {0,1} Vb € X U {$} :

A([Qready7 q,a, 17 0,]?05, hlga _]7 (p7 1)7 b) = ([qready7p7 a, 17 O,pOS, tha _]7 g, 1)

A([Qreadya q,a, 17 1ap087 hlg) _]7 (p’ ]‘)’ b) = ([QT’eady7p7 a, ]-7 17p087 h@g, _]7 g, _1)

Vsetky procesy v neaktivnych castiach budu iba ¢akat v rovnakom stave a nebudua

hybat vstupnou hlavou.
Vg € QVa € T'Vpos € {—1,0,1} Vsid, hig € {0,1} Vb € S U {¢, $} :

A([QTeadya q,a, 07 87:d7 pos, hlg? _]7 g, b) - ([qreadgp q,a, 07 Sida pos, hlg, _]7 g, 0)
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Ak by sa stalo, Ze hlava stroja A pri pohybe prejde do novej ¢asti, tak sa aktivny
proces musi preladit na susedny kanal, vyslat tam informéciu, Ze tato oblast je odteraz
aktivna a preladit sa spat. Podrobnejsie to opét spravime iba pre pripad pohybu hlavy
doprava.

Nech je aktivny proces pravy krajny v aktivnej ¢asti a podla d-funkcie stroja A sa
mé pracovnd hlava A posunut doprava. Takisto, nech kanal v aktivnej casti nie je aktu-
alne najvyssi, teda proces sa ma kam preladit. Proces si posledni zlozku stavu nastavi
na START;,. a nasledne rovnako ako v predoslom dbdkaze zvysi pomocou pracovnej

péasky hodnotu na svojom zasobniku o 1.
Vg € Q\FVp € QVa,b € T'Vsid € {0,1} t.z. 6(q,a) = (p,b,1) :

A([Q’readya q,a, 17 Sida 17 07 _]) g, ¢> - ([QTeadya q,a, 17 Sid7 17 Ou STAREnC]; g, O)

Ked dokoné¢i inkrementaciu a dostane sa do stavu END;,., tak vysle na tomto
kanéli spravu o aktudlnom stave stroja a zaroven prejde do stavu ST ARTy.. a zatne

dekrementovat zasobnik.
Vg € Q\FVp € QVa,b e T'Vsid € {—1,1} t.z. 6(q,a) = (p,b,1) :

A([QTeadya q,a, 17 Sida 17 07 ENDan]7 g, ¢) = ([QTeadya q, b7 17 Sidv 17 OJ STARTdec]7p7 O)

Ked procesy v neaktivnej Casti prijma spravu o stave stroja, v stave si nastavia

zlozku, ktora hovori, ¢i je ¢ast aktivna na 1 a st pripravené simulovat dalsi krok stroja

A.
Vp,q € QVa € T'Vpos € {—1,0,1}Vsid, hig € {0,1} Vb € XU {¢, $} :

A([QTeadya q,a, 07 Sid7p057 hng, _]7p7 b) - ([q’r‘eadyvpa a, 17 Sid7p08) h@g, _]7 g, O)

Potom ¢o aktivny proces ukon¢i dekrementéciu a dostane sa naspét na svoj po-
vodny kanal, vySle na hom Spravu g..i;, ktort ked procesy prijmu, tak si vSetky zmenia

prislusni zlozku stavu na 0, ¢im urcia, ze su odteraz v neaktivnej Casti.
Vg,p € QVa,be 'V € {0,1} :

A([qreadya q,a, 17 Sid, 17 07 ENDdec]; g, ¢) = ([QTeadya q, b, 17 Sid, 17 07 _]; Gexit, 0)

Vg € QVa € T'Vpos € {—1,0,1}Vsid, hig € {0,1} Vb € ¥ U {¢, $} :

A([Qreadya q,a, ]-7 Sida pos, hlg, _]7 Gexit, b) = ([QTead?p q, a, 07 Sid? pos, hlg, _]7 g, 0)
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Ak by sa stalo, zZe sa hlava poévodného stroja mé posunit do novej ¢asti, ale aktuélna
aktivna cast je zaroven naladena na najvyssi vytvoreny kanal, tak sa musi vytvorit
nové skupina procesov, naladena na o jedno vyssi kanal. Aktivny proces si rovnako ako
vysSie inkrementuje zésobnik, ale namiesto toho aby poslal informaciu o stave, bude
teraz rovnakym spoésobom ako na zaciatku vypoctu, vytvarat novi skupinu procesov s
tym, ze kazdy bude mat obsah policka # a nésledne sa preladi naspat. Potom okrem
informaécie, ze tato Cast uz nie je aktivna, posle na kanali informéaciu, ze ani ¢islo ich

kanala uz nie je aktualne najvyssie.

Staci uz len popisat ako bude M’ akceptovat. B.u.n.v moézeme predpokladat, Zze A
nerobi z akceptacného stavu uz ziadne kroky. Ak stroj A prejde pocas vypoctu do
akceptacného alebo zamietajiceho stavu (zasekne sa), tak procesy v aktivnej ¢asti
budit mat o tom informéciu.

Ked sa teda aktivny proces dostane do stavu, v ktorom méa uloZeny stav ¢r € F
stroja A, tak sa zacne faza akceptacie. Konkrétne sa proces preladi o kanél vyssie, vysle
tam Spravu grequest @ preladi sa naspat. Pre zamietnutie by nasledujtca faza prebiehala
analogicky.

Vgr € FVa € T'Vsid € {0,1} Vpos € {—1,0,1} :
A([@ready: qF; a, 1, sid, pos, 0, —], €, ¢) = ([¢ready: 9F; @, 1, sid, pos,0, START};,.], €,0)

A([QT@ady7 qr, a, 17 Sid,pOS, 07 END'mc]a g, ¢) = ([qTeadya qr, a, 17 Sid? pos, O? STARTdec]a Qrequest, O)

Ked proces s hlavou na lavej zarazke zachyti spravi grequest, prepne sa do stavu

Qrequest @ takisto sa preladi o kanal vysSie a poSle tam g eqyest-
Vg € QVa € I'Vsid € {0,1} Vpos € {—1,0,1} :

A([Qreadya q,a, 07 87:d7 pos, 07 _]7 C17“equest7 ¢) - ([qrequesta q,a, 07 Sidv bos, 07 STARETLC] €, 0)
A([Qrequesty q,a, 07 Sid) bos, O) ENDZTLC]? g, ¢) = ([qrequesta q,a, 07 Sid, pos, 07 STARTdec]a qrequesta 0)
Takto to pokracuje, aZ kym sa sprava nedostane do ¢asti s najvyssim kanalom. Ked

procesy v nej zachytia ¢ equest (alebo ak sa priamo v tejto ¢asti akceptuje), tak sa vSetky

prepni do stavu ¢fina @ preladia sa o kanal niZsie.
Vge QVa eT'Vbe XU {¢, $}Vsid € {0,1}Vpos € {—1,0,1} :
A([qready> q,a, 07 Sid? pos, 17 _]7 QTequesta b) = ([innalv q,a, 07 Sida pos, 17 STARTdec]7 g, O)

VYgr € F':

A([Gready, 9r, a, 1, sid, pos, 1, —|,e,b) = ([¢fina; ¢, @, 1, sid, pos, 1, START 4|, €,0)
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Nasledne vzdy po preladeni sa na nizsi kanal, procesy v stave gfinqa vySli na kanéli
SPravu ¢rina @ ked ju ostatné procesy zachytia, tak sa vSetci prepnt do stavu gginai,

preladia sa o kanal niz§ie a takto sa pokracuje dalej cez vietky kanély.
Vg € QVa € T'Vb € X U{¢,$}Vpos € {—1,0,1}Vsid, hig, act € {0,1} :

A([innal: q,a, &Cta Sida pos, tha ENDdec]> g, b) = ([innah q,a, GCt, Sida pos, hlg, _]7 innala O)
A([qreadyv q,a, CLCt, Sida pos, hlgv _}7 qfinal, b) = ([innala q,a, CLCt, Sid7p057 hlg, STARTdec], &, O)

A([qfinah q,a, G,Ct, Sida pos, hlg) _]7 qfinal, b) = ([qfinala q,a, GCtv Sida pos, hlga STARTdec]7 g, O)

Ked budt mat procesy v stave ¢finq ha zasobniku iba symbol Z,, tak vedia, ze
st vSetky naladené na kanal Z; a mozu naraz vyslat na kanali ¢gccepr @ ukoncit tym

vypocet.

Rozne dlha manipuléacia so zasobnikom pri operaciach inkrementéacie a dekremen-
tacie v tomto pripade nebude problém, lebo pracu so zasobnikom vykonava vzdy iba
proces v aktivnej Casti a procesy v ostatnych castiach iba cakaju. Je zrejmé, ze M ak-
ceptuje vstup prave vtedy ked akceptuje A. Procesy budu mat pocas vypoc¢tu hodnotu
kanéla najviac d - C(n), ¢o si podla tvrdenia 3.1 vedia zapamitat v zasobniku hibky
log(c-C(n)) +1=0(log(C(n))) a sta¢i im paméat O(log(log(C(n)))) aby s nim vedeli

pracovat.

O

Lema 3.5: Nech M je WPF A, pracujuci v kanalovej zlozitosti C'(n), potom existuje
Turingov stroj A taky, ze L(A) € DSPACE(nC(n)) simulujaci M.

Dokaz: Dokaz je skoro identicky s dokazom druhej inkluzie vety 3.9 v praci [3], aku-
rat prispésobeny tomu, ze simulujeme W PF A s pocitadlom, narozdiel od pévodného
dokazu, kde bol model s kanalovou paskou.

Majme WPFA; M = (Q,R, X, T, A, qo,70, €, Qaccepts Qrejects Zo) a skonstruujeme k
nemu ekvivalentny DTS A.

Stroj A bude mat jednu vstupni a dve pracovné pasky. Na pracovnych paskach si
bude pamétat vsetky konfiguracie M, ktoré sa v aktudlnom kroku vypoctu stroja M

vyskytuji nasledovnym spodsobom.

Obe péasky, buda mat po odsimulovani jedného kroku M tvar
CCop ® CL @ Co ® ...

kde ¢; je popis konfiguracii, ktoré maju hodnotu pocitadla rovnu i.



34 KAPITOLA 3. KOMUNIKACIA POMOCOU ZASOBNIKA A POCITADLA

¢; bude tvaru

ko * kl * kQ * oKk krnJrl,

kde k; je popis konfiguricii s hodnotou pocitadla rovnou ¢ a so vstupnou hlavou na
pozicii j.
k; bude obsahovat pracovné a komunika¢né stavy vSetkych konfigurécii aktuélne sa

nachadzajucich vo vypocte M a bude mat tvar

qoTo * q171 * ...

Ak by sa v danom momente nevyskytovala vo vypocte Ziadna konfiguracia s hodnotou
pocitadla ¢ a vstupnou hlavou na pozicii j, tak namiesto popisu konfiguracie k; budu

na paske dva symboly ——.

Na jednej paske bude mat stroj A zaznamenany stav vypoctu M pred vykonanim
kroku a na druhu péske bude postupne zapisovat stav po jeho vykonani. V stave si
bude pamaétat, ktora paska zodpoveda ktorému stavu vypoctu a vzdy po odsimulovani
kroku stroja M vyznam pasok vymeni. Nech je teraz na prvej paske stav vypoctu pred
vykonanim kroku. Ukazeme, ako A odsimuluje jeden krok stroja M a spravne zmeni
obsah druhej pésky.

Najprv A vymaze obsah druhej péasky (zapiSe na fiu falogné blanky) a nasledne na
nu prepiSe obsah prvej pasky s tym ale, Ze namiesto kazdého popisu konfiguracie k;
zapiSe na pasku retazec ——. Nasledne bude postupne prechadzat prvia pasku a podla
konfiguracii zapisanych na nej bude pocitat nové konfiguracie a zapisovat ich na druhu
pasku.

Vzdy ked bude stroj ¢itat na prvej paske ¢ast k; v sekcii ¢; pre nejaké i a j, tak
zabezpecime aby jeho hlava na druhej péaske bola na zaciatku casti k; v sekcii ¢; a
vstupnu hlavu mal na pozicii j.

Ak bude A na prvej paske ¢itat symbol —, tak sa na oboch pracovnych péaskach iba
posunie do d'alSej Casti a posunie o jednu poziciu doprava aj svoju vstupnu hlavu.

V opac¢nom pripade vzdy precita pracovny a komunikacny stav zapisany na péaske,
a oba si ulozi do svojho stavu. Spolu s ¢itanym symbolom na vstupnej paske mé vsetky
informaécie na urc¢enie kroku stroja M z tejto konfiguracie. Nech ma stroj A zapamétané

stavy ¢,r a na vstupnej paske ¢ita symbol a. Dalej nech pre A-funkciu M plati

A(Qa r,a, 0) = {(Cﬁa rla dla 61)7 ) (q;ca 7’/, dk> 6k>}

kde o je zasobnikovy (pocitadlovy) symbol, d; € {—1,0,1} je pohyb vstupnej hlavy
ae € {—1,0,1} je praca s pocitadlom. Potom A bude postupne zapisovat na druhu

pasku dvojice (¢}, ') na spravnu poziciu, podla hodnoét d;, e;.
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e Ak pre konkrétne i plati d; = ¢; = 0, tak sa pozicia vstupnej hlavy ani hodnota
pocitadla M nezmenila a stroj A moéze dvojicu zapisat do casti k; v ktorej sa
nachadza. Ak st v danej ¢asti zapisané symboly ——, tak ich iba prepiSe stavmi
¢ir'. Ak st v nej uz ale zapisané nejaké iné stavy, tak stroj skontroluje, ¢ sa tam
uz dané dvojica nenachédza a ak nie, tak posunie obsah pasky od zaciatku danej

Casti o tri miesta a zapiSe na vytvorené miesto retazec gr'*.

e Ak plati d; =1 a e; = 0, tak vstupna hlava M sa posunula doprava, ale hodnota
pocitadla ostala rovnaka. Vtedy stroj A posunie hlavu na druhej paske do sused-
nej ¢asti kj4q (bude postavat hlavu na druhej paske doprava az kym nenarazi na

symbol %) a rovnakou procedurou ako predtym na péasku zapiSe dvojicu stavov

/..
q;r .

e Nakoniec ak e; = 1, tak sa zmenila hodnota pocitadla, a stroj A bude musiet
dvojicu stavov zapisat do vedlajsej sekcie ¢; ;1. Podobne ako vysSie, bude posu-
vat hlavu na druhej paske, az kym nenarazi na symbol e. Potom si na prvej paske
urobi znacku na zaciatku casti k; v sekcii ¢; a prejde na zaciatok sekcie ¢;. Na-
sledne bude obe hlavy na pracovnych paskach postuvat doprava a pocitat symboly
*, az kym na prvej paske nenarazi na znacku, ktora spravil. Tym dostane hlavu
na druhej paske do ¢asti k; v sekcii ¢; 1. Potom podl'a pohybu vstupnej hlavy M

zapise na pasku dvojicu stavov tak ako predtym.

Ak by sa stalo, ze pocitadlo stroja M sa inkrementuje na hodnotu ¢ + 1 aka eSte
vo vypocte predtym nebola, tak A musi na druhej péaske vytvorit novi sekciu ¢;q.
Spravi to tak, ze bude hybat vstupnou hlavou a zapisovat na koniec pasky symboly
— — %, az kym nedo6jde na koniec vstupu. Potom zapiSe na pasku nové stavy sposobom

popisanym vysSie.

Nasledne este musi A odsimulovat komunikaciu v danom kroku. Takze pre kazdy
kanal ¢; na prvej paske precita znovu vSetky stavy konfiguracii, nachadzajicich sa v
nom a v stave si zapamaéta, aky komunikacny stav vysielaji. Ak vSetky vysielajua iba
jeden stav, tak nim stroj prepiSe vSetky komunikac¢né stavy v sekcii ¢; na druhej paske.
Ak by ale narazil na dva rozne vysielané stavy, tak vo vypocte M nastal konflikt a

stroj A sa zasekne.

Na zaver simulacie jedného kroku este skontroluje, ¢i nie je splnené akceptacné kri-

térium. Musi overit dve podmienky.

e Overi, ¢i su vSetky aktualne konfiguracie naladené na rovnaky kanal, ¢o sa pre-
javi tym, ze iba v jednej sekcii ¢; budu zapisané pracovné a komunikac¢né stavy

konfiguracii, a v ostatnych budi iba symboly —.
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e Skontroluje, ¢i vSetky konfiguricie vysielaju akceptacny stav quecept, €0 sa dé

jednoducho skontrolovat, kedZe stavy su zapisané na péaske.

Ak st obe podmienky splnené, tak stroj A akceptuje.

Pocet pouzitych kanalov pocas vypoctu M je najviac C'(n), pocet pozicii vstupne;j
hlavy je n 4+ 2 a konfiguracii naladenych na konkrétny kanal s hlavou na danej pozicii
je najviac |@Q| - |R|, ¢o je konstanta. Velkost pasok stroja A teda bude O(n - C'(n)).

Teraz uz modzeme sformulovat nase tvrdenie.

Tvrdenie 3.6: Nech C(n) je lubovolna funkcia a nech M je WPFA; pracujuci
v kanéalovej zlozitosti C'(n). Potom existuje WPT My M', simulujici M v kanalovej
zlozitosti O(log(C(n))) a priestorovej zlozitosti O(log(log(C(n)))).

Doékaz: Majme WPFA; M, pracujuci v kandlovej zlozitosti C(n). Podla lemy 3.4
vieme skonstruovat DT'S A s dvomi pracovnymi paskami simulujuci M taky, ze L(A) €
DSPACE(nC(n)). Ten vieme nésledne standardnou simulaciou prerobit na jednopés-
kovy stroj DTS A’ s tym, Ze priestorova zlozitost narastie iba konstantne, takze plati
L(A") € DSPACE(nC(n)). Teraz vieme priamo pouzit lemu 3.3 a teda vieme skon-
struovat W PT My M’ simulujtci A’ (teda aj M) v kanélovej zlozitosti O(log(C(n))) a
priestorovej zlozitosti O(log(log(C(n)))).

O

Poznamka 3.7 Pri tejto simulacii sme sa sice zbavili predpokladu konstruovatel-
nosti, ale oproti priamej simulacii sme este viac spomalili vypocet. Nech je T'(n) ¢asova
zlozitost vypoctu stroja M. Simulujiaci DT'S A musi v najhorSom pripade, pri simulé-
cii jedného kroku, pre kazda dvojicu stavov na prvej paske posuntt cely obsah druhej
pasky. Teda simuldcia jedného kroku M na A mé najviac kvadraticka zlozitost od vel-
kosti pasky A. Péaska stroja A ma velkost O(nC(n)), teda casova zlozitost vypoctu na
A je O(T(n)(nC(n))?).

Standardn4 simulacia viacpaskového DTS na jednopaskovom maé kvadraticku zlo-
zitost, ¢ize ¢asové zloZitost vypoctu stroja A’ bude O((T'(n))?*(nC(n))*). Nakoniec si-
mulécia jedného kroku A’ na stroji M’ trva najdlhsie vtedy, ked je potrebné zmenit hod-
notu na zasobniku, ¢o podl'a predoslej simulécie trva najviac O(log(C(n))log(log(C(n)))).
Vo vysledku teda dostdvame opét nie tplne tesny odhad na ¢asovu zlozitost simulacie

O((T'(n))*(nC (n))*log(C(n))log(log(C(n)))).
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Takisto vyrazne narastol pocet krokov, ktorych sa uskutoc¢nuje komunikacia. V pria-
mej simulacii bol pocet komunika¢nych krokov vo vypocte rovnaky, ako na péovodnom
simulovanom stroji. Tu procesy stroja M’ musia komunikovat pri kazdom kroku simulo-
vaného stroja A’. Teda vo vysledku vykona M’ az O((T'(n))?*(nC(n))*) komunika¢nych

krokov.
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Zaver

V praci sme skiimali variant vypoc¢tového modelu W PT M, ktory pouziva na komuni-
kéciu namiesto kanalovej pasky zasobnik.

Najprv sme sa venovali simulacii alternujiceho Turingovho stroja pomocou W PT M.
Ukézali sme, Ze idea simulacie pouzita pri W PT M s kanalovou péskou sa da pouzit
aj pri variante modelu, ktory pouziva zéasobnik a podarilo sa nam spravit simulaciu k-
hlavého alternujuceho kone¢ného automatu pomocou jednohlavého W PFA. Tym sme
zaroven ukazali, Ze viac vstupnych hlav vieme nahradit va¢sim poctom komunikujicich
procesov.

V dalgej kapitole sme sa pozreli na vplyv velkosti zasobnikovej abecedy na silu
modelu. Cielom bolo zistit, & vieme odsimulovat stroj komunikujici s pocitadlom
velkosti n pomocou stroja komunikujiceho so zasobnikom velkosti O(log(n)). Tuto
simulaciu sa nepodarilo spravit pre stroje bez pracovnych pasok. Ukazali sme ale, Ze
stac¢i pamét velkosti O(log(log(n))), aby bola tato simuldcia moznéa a odprezentovali
sme dva sposoby, akymi je mozné simulaciu uskutoé¢nit.

Ostava este viacero otvorenych problémov tykajucich sa tohto modelu. Pri nepria-
mej simulécii v tretej kapitole vyrazne narastol pocet krokov, v ktorych sa uskutociuje
komunikacia oproti priamej simulacii. Bolo by teda zaujimavé pozriet sa, ako by pocet
komunika¢nych krokov, resp. pocet prenesenych symbolov pocas vypoc¢tu ovplyvnili
silu modelu.

Vsetky doterajsie skiimania sa zaoberali modelom, ktory mal k dispozicii jednu
komunika¢na struktaru. Mohlo by byt zaujimavé preskiimat model, ktory by mal k
dispozicii viacero komunika¢nych struktur, a teda jeho procesy by boli schopné stucasne

komunikovat s niekolkymi roznymi skupinami procesov.

39
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