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Uvod

Dany materidl sliZi ako doplnok k cvi€eniam z predmetu Zdklady pravdepodobnosti a Statistiky v zim-
nom semestri akademického roku 2023/24. Cielom materidlu je poskytnif prehlad tloh z cvifeni a
technik na ich rieenie, nie viak kompletné rieSenia. Tak isto budem tu priebezne dopiiiaf odkazy na
Google Colab so simuldciami a d al§imi programatorskymi dodatkami k jednotlivym prikladom (tam,
kde to ddva zmysel). V rdmci textu sa budd objavovat odkazy na tvrdenia zo skript a na zbierky tloh
(PaS01, C18). Tento text je priebezne aktualizovany, najnovSiu verziu ndjdete na webe.

Tento text nie je ndhradou absolvovania cviceni ani prednisok.

VSeobecné rady do zivota

Vyvézend diéta a pravidelnd fyzicka aktivita (najmé pocas skisSkového obdobia)
Robte veci priebezne, nie na posledni chvilu (Eisenhowerova matica)
Ak nieco neviete, opytajte sa spoluziaka

Ak to nevie ani spoluZiak, opytajte sa cvi€iaceho. Konzulta¢né hodiny st vase pravo a nasa po-
vinnost, sta¢i napisaf e-mail a dohodnuf si termin.

Ak Vam nie¢o nevyhovuje, treba sa ozvaf. Neodznevsie' oakdvania si V43 a iba V43 problém,
preto ich vyslovte, nech je to problém spolo¢ny (anonymnd spitnd vizba k tymto cviceniam).

Skuste Zettelkasten / Obsidian, Anki cards.

Nikdy nejedzte zIty sneh.

1

¢inné pricastie minulého ¢asu od slovesa neodzniet.


https://drive.google.com/file/d/1g0J7Cz1Nm9KzXNCXHzDDznEzDEUEQO0i/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1CtGux6pWhAq-gpWB-2qVXLVBu-3sNgpl/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1NEiSGnq2HGqqLyT4dZd9AmJBsNCh_DTZ/view?usp=sharing
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~gafurov/teaching/zps2023z.html
https://www.productplan.com/glossary/eisenhower-matrix/
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSc_dhucY18cbiBPZyphaaRZh5oez4r46RXWqS5pyJvghkZtZQ/viewform?usp=sf_link
https://zettelkasten.de/posts/overview/
https://obsidian.md/
https://apps.ankiweb.net/
https://sk.wikipedia.org/wiki/Pr%C3%AD%C4%8Dastie

1 CvicCenie 1

Na tomto cviceni sa preberali priklady C18.1, C18.3, C18.5, C18.6, PaS01.1.1, PaS01.1.2, PaS01.1.3,
PaS01.1.5. Simulacie k prikladom z tohto cvicenia néjdete tu: Google Colab.

Ulohy na samostatné precvicenie (a potencidlne aj nakédenie): C18.{2, 4, 7}, PaS01.1.{4, 9 — 16}.
TaktieZ si pozrite video Grading is a Scam.

Uloha 1 (C18.1): Nech Q = {a,b,c}. Nech dalej §| = {Q, @, {a}, {b},{c}}, S» = {Q, D, {a, b}, {b,c}},
S3 = {Q, 3, {a},{b, c}}. Rozhodnite, ktoré z tychto mnoZin tvoria spolu so zdkladnou mnoZinou Q
o-algebru??

Odpoved': 1ba (Q,S3) je o-algebrou.
Postup: Treba rucne overit, ¢i sd splnené vietky podmienky z definicie o-algebry (definicia 1.1).
Uloha 2 (C18.3): TODO

Odpoved': a)S ={2,{a},{b},{a,b},{c,d},{a,c,d},{b,c,d},Q};b) S je systém vietkych spoditatelnych
podmnozZin R a ich komplementov.

Postup: Kym nejakd z podmienok z definicie o-algebry je porusend, treba chybajicu mnozinu doplnit.

Uloha 3 (C18.5): Nech (Q, S, P) je pravdepodobnostny priestor* a nech A, B, C st udalosti® na tomto
priestore. Nech B C A, P(A) = P(C) = %, P(B) = P(ANC) = 4—1‘ aP(BNC) = %. N4jdite pravdepodobnost
udalosti A — (BUC)aQ - (AUBUC)!

Odpoved: P(A-(BUC))=1/8, PQ-(AUBUC))=1/4

Postup: Pomocou Vennovho® diagramu (Obrazok 1) vieme informécie o pravdepodobnostnej miere
jednotlivych udalosti prepisat ako informacie o si¢toch pravdepodobnostnych mier jednotlivych “ato-
mickych”’ udalosti (ozna¢enych na obrazku 1 malymi pismenami®):

1 1
P(A):E«»a+b+d+e:§

def 1.25 (%)
BCA=B-A=90 = PB-A)=0~c+f=0=>¢c=0Af=0

2definicia 1.1

3 Ak si kladiete v duchu otdzku “naco si to vietko komplikujeme o-algebrami?”, tak v tom nie ste sami. Jeden z dovodov je
oto¢ime o0 90 stupiiov. Priklady mnoZin, ktoré si toho schopné, si vypracovali pani Banach a Tarski. MdZete si pozrief o tom
video od Vsauce.

“definicia 1.27

Sdefinicia 1.9

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Venn_diagram

7d4 sa to vnimaf ako minimalnu o-algebru indukovani udalostami A, B, C nad zdkladnou mnoZinou Q, v zmysle de-
finicie 1.15

8pre puristov: pouZivanim malych pismen na oznacovanie samotnych “atomickych” udalosti aj ich pravdepodobnostnych
mier mierne zneuZzivame zavedené znacenie. Pre informatikov by viak takéto prefaZzovanie (angl. overloading) vyznamu ne-
malo robit Ziaden problém :)


https://colab.research.google.com/drive/1Y--SiTf-suQ7z-ZJVLEERlKtcjALiODr?usp=sharing
https://youtu.be/fe-SZ_FPZew?si=Io2v0mTxe8DTwQhm
https://youtu.be/s86-Z-CbaHA?si=3b-3xRRogwYVD7sr
https://en.wikipedia.org/wiki/Venn_diagram

Obr. 1: Vennov diagram pre mnoZiny A, B a C.

VSimnite si, Ze pravdepodobnostnd miera sa pohybuje medzi 0 a 1, a teda z informédcie ¢ + f = 0
automaticky plynie, Ze obidve prislusné udalosti maji pravdepodobnostnd mieru 0. Takisto treba za-
komponovat informéciu o tom, Ze vietkych osem “atomickych” udalosti spolu tvoria rozklad celého
pravdepodobnostného priestoru Q (hint: akd pravdepodobnostni mieru bude mat zjednotenie vietkych
osmich “atomickych” udalosti?).

Dostaneme tak ststavu linedrnych rovnic® s dsmimi premennymi'?. Jej vyrieSenim (& uZ ruéne
alebo pomocou vieobecnej Gaussovej elimina¢nej metédy'') dostaneme vietky potrebné informacie na
zistenie pozadovanych odpovedi (ako vieme vyjadrit udalosti A — (BU C) a Q — (A U B U C) pomocou
zjednotenia “atomickych” udalosti?).

9

Uloha 4 (C18.6): TODO (symetricku diferenciu oznacujeme symbolom @ namiesto A)
Odpoved': QED

Postup: Jedna z moZnosti je dokézaf silnejSie tvrdenie A® C C (A® B) U(B® C). Alternativne, vieme
pouzif Vennov diagram rovnako ako v predoslej tlohe.

Uloha 5 (PaS01.1.1): TODO

Odpoved': a) é; b) 15—2
Postup: Zkladny priestor udalosti je mnoZina dvojic vysledkov na prvej a druhej kocke Q = {1,. .., 6}2.1?
Celkovy pocet moznych udalosti je teda 62 = 36. Je oCividné, Ze vietky zakladné udalosti st rovnako
pravdepodobné.

%https://en.wikipedia.org/wiki/System_of linear_equations

0pre puristov: priamod&iary prepis informacii zo zadania by bola sistava linedrnych nerovnosti, kde by sme mali dopisat
16 nerovnosti typu a > 0 a a < 1. Vieme viak tito informéciu zakomponovaf poCas prepisu rovnosti, pripadne po vyrieSen{
sustavy rovnic.

https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_elimination

"2T4to notécia by mala byt povedomé z predmetov Uvod do diskrémych Struktiir a Formdlne jazyky a automaty (1).


https://en.wikipedia.org/wiki/System_of_linear_equations
https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_elimination

Pravdepodobnos{ udalosti “obidve hodnoty st rovnaké” tak ziskame predelenim po&tu konfiguracii
typu (a, a) celkovym poc¢tom moznych udalosti. Tento pocet vieme spo&itaf ru¢ne, rovnako ako aj pocet

.....

Uloha 6 (PaS01.1.2): TODO
Odpoved': a) %;13 b) %‘

Postup: Zéakladny priestor udalosti je mnoZina vSetkych mozZnych postupnosti vysledkov, teda Q =
{“hlava”, “znak”}'?. Pre jednoduchost to vieme prerobif na postupnosti niil a jednotiek: Q = {0, 1}1°.

Je ocividné, Ze vSetky zdkladné udalosti st rovnako pravdepodobné. Pravdepodobnost prave piatich
pocet sekvencii s prave piatimi jednotkami

12|
Tahko dopocitai pomocou kombinacnych &isel.
V druhej podilohe treba s&itat poCet sekvencii s prave nula, jednou, dvomi a tromi jednotkami.

znakov vieme spocitaf ako

. Pocet takych sekvencii vieme

Uloha 7 (PaS01.1.3): TODO
Odpoved': a) m; b) %.

Postup: Zékladny priestor udalosti je mnoZina vSetkych permuticii 32 prvkov z mnoZiny
{sedem, osem, devit, desat, dolnik, hornik, kral, eso} x {srdce, Zalud', gula, list}.

Celkovy pocet permutdcii je 32!. Je ocividné, Ze vSetky zdkladné udalosti st rovnako pravdepodobné.
Treba uZ len zistit, kol’ko sekvencii zatina postupnostou €s zo zadania. Inak povedané, kolkymi sposobmi
vieme zvyS$né (nezafixované) karty premiesat?

V druhej podilohe nemédme fixnd pociatoéni postupnost, ale viacero. Ak vSak zvolime si jednu z
nich fixne, tak pocet takych permutédcii uZ poznadme (prvé podiloha). Kolkymi sposobmi vieme vybrat
prvé Styri karty? Mame k dispozicii 16 kariet a treba z nich v vybrat usporiadané $tvorice. Ked Ze vSetky
fixné zaCiatky vedu k rozlicnym permutéciam, tak staci vyndsobif pocet sposobov uréit prvé Styri karty
s po&tom spdsobov preusporiadat zvySnych 28 kariet.

Uloha 8 (PaS01.1.5): TODO
Odpoved':  a) 125;b) 3.

Postup: Madme dve oCividné moZnosti ako si zvolif zakladny priestor udalosti: a) vietky moZné po-
stupnosti vyberu guli¢iek z vrecka od prvej az po dvadsafstvrti, b) vSetky moZné postupnosti vyberu
prvych troch guli¢iek z vrecka. Skisme pouZif prvi moZnost, pretoze v tomto pripade vietky zdkladné
udalosti budi mat rovnaki pravdepodobnost '#.

Prvy krok je uréenie celkového poétu postupnosti v Q. Na to sa hodia multinémy!>.

Druhy krok je urenie potu postupnosti, ktoré za¢inajd tromi bielymi gulickami. MoZeme to spoéitat
ako pocet postupnosti zo zvySnych guliCiek (t.j. 2 bielych, 8 modrych a 11 Cervenych) postupom z
prvého kroku. Odpoved na prvi podidlohu ziskame predelenim tohto ¢isla celkovym poétom zédkladnych
udalosti.

BPre spravne nazvoslovie odpordéam si pre¢ital &lanok https://pohodovamatematika.sk/co-je-zlomok-citanie-a-
zapisovanie-zlomkov.html

'4druh4 moznost by viedla k tomu, Ze by sme museli vyriesif prvi podilohu uZ pri definovani pravdepodobnostného pries-
toru.

Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial_theorem#Interpretations


https://pohodovamatematika.sk/co-je-zlomok-citanie-a-zapisovanie-zlomkov.html
https://pohodovamatematika.sk/co-je-zlomok-citanie-a-zapisovanie-zlomkov.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial_theorem#Interpretations

Treti krok je urCenie poCtu postupnosti, ktoré zacinaji dvomi ¢ervenymi a jednou modrou v neja-
kom poradi. My uz vieme spocitat poCet postupnosti s Gplne fixnym zaciatkom, teraz mame tri mozné
499 &6

zaliatky: “Cervend, Cervend, modrd”, “Cervend, modrd, Cervend” a “modrd, Cervend, Cervend”. CiZe treba
s¢itat spolu polty postupnosti s takymito zaciatkami.

Sumar technik:
e Vennov diagram (vieme ho nakreslif na papieri pre dve, tri a $tyri mnoZiny)

e Pravdepodobnostné priestory s rovhomernou pravdepodobnostou a kone¢nou zdkladnou mnoZinou Q
prevadzaji dlohy typu “spocitaj pravdepodobnost udalosti X na “spocitaj pocet objektov v Q,
ktoré majii vlastnost X”. Vieme potom pouzif techniky z kombinatoriky: poCet permutécii (fak-

toridly), po€et vyberov s ndvratom (mocniny), pocet vyberov bez ndvratu (kombinacné ¢isla, mul-
tinémy), atd’.

e Ak polet objektov v Q je maly, tak si mdZete vietky udalosti vypisaf na papier.



2 CvicCenie 2

Na tomto cviéeni sa preberali priklady C18.8, C18.11, C18.12, C18.14, a tri priklady mimo zbierok.
Simul4cie k prikladom z tohto cvicenia ndjdete tu: Google Colab.

leohy na samostatné precvicenie (a potencidlne aj nakddenie): C18.{9, 10, 13, 15, 16, 17, 19},
PaS01.1.{6, }, 1.{35, 41, 42, 43, 50} zo skript.

Uloha 1 (C18.8): TODO
Odpoved: QED

Postup: Treba postupne overif podmienky z definicie pravdepodobnostnej miery'®. Zide sa vediet
pravidlo distributivity!”.

Uloha 2: Na tiseku dizky 3 rovnomerne nahodne a nezdvisle zvolime body A, B. Akd je pravdepodob-
nost, Ze ich vzdialenost bude menej nez 1?

Uloha 3: Dvaja kolegovia A a B pridu do spolo¢nej kanceldrie medzi dsmou a Strndstou hodinou.
(Predpokladdme, zZe A a B prichddzaji nezavisle na sebe a prichod kazdého z nich je rovnako pravdepo-
dobny pocas celého Sesthodinového intervalu.) Vieme, Ze A sa zdrZi v kanceldrii 1 hodinu a B sa zdrzi
2 hodiny. Uréte pravdepodobnost, Ze B pride neskor ako A, a zdroven sa A a B stretnu.

Uloha 4 (C18.11, Buffonova ihla): V rovine st zakreslené rovnobezné priamky s rozostupmi L. Urlte
pravdepodobnosf toho, e ak na tito rovinu nahodne hodime ihlu dizky ¢ < L, tak pretne niektord z
priamok.

2C
Odpoved: —
L

Postup: Dohodneme sa, Ze priamKy st zvislé. Priklad si moZete pozriet na obrazku 2.

Prvotnou tlohou je formovanie pravdepodobnostného priestoru. Zaéneme pér pozorovaniami. Prvé
pozorovanie je, Ze polohu ihly v rovine vieme jednozna¢ne reprezentovat siradnicami jej stredu (resp.
faziska) a uhlom rotdcie, napriklad vo&i osi Y. Druhé pozorovanie je, Ze ndm nezdleZi na ypsilonovej
stradnici stredu ihly. Tretie pozorovanie je, Ze ndm netreba modelovat celd os X, ale iba priestor medzi
dvomi susednymi priamkami. Stvrté pozorovanie je, Ze aj v ramci jedného “pruhu” $irky L ndm sta&i
modelovat iba jeho polovicu, lebo ihla vZdy bude blizsia k jednej z priamok a mdZe pretnif iba ju (vd aka
podmienke ¢ < L). Piate pozorovanie je, Ze nam sta¢i skiimaf nie celych 360 stuptiov rotdcie ihly, ale
iba 90, ked Ze jeden z koncov ihly vzdy bude bliz3{ k priamke a to, ¢i leZi pod alebo nad kolmicou medzi
stredom ihly a priamky, je tplne jedno. Sieste pozorovanie je, Ze uhol rotécie ihly ako nahodny jav je
nezdvisly od polohy stredu ihly.

V tomto bode uz mdzeme skonstruovat pravdepodobnostny priestor. Zdkladnou mnoZzinou udalosti
bude kartezidnsky sicin Q = [0, g] X [O, %], kde prva zloZzka bude bude uhol rot4cie ®@ voci osi Y a druha
zlozka vzdialenost D medzi stredom ihly a priamkou. KIi¢ovy je fakt, Ze jednotlivé zlozky (stradnice)
v mnozine udalosti st od seba nezdvislé. MnoZinu meratelnych mnoZin zvolime ako 3tandardnd sadu
borelovskych mnozin'®, a pravdepodobnostnd miera bude rovnomernd, t.j. pravdepodobnosf obdiZnika
vo vnltri priestoru Q bude pomerom jeho obsahu k celému obsahu Q:

P([a.b] X [c.d]) = w

2 2

16definicia 1.25
https://en.wikipedia.org/wiki/Union_(set_theory)
8priklad 1.32 zo skript


https://colab.research.google.com/drive/1DU8l5OdnEg9xnzo9EmtquTt_kl0eJffZ?usp=sharing
https://en.wikipedia.org/wiki/Union_(set_theory)
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Obr. 2: Ilustracia k tdlohe Buffonovej ihly. Cervenym st znazornené ihly, ktoré pretinaja zvislé Ciary.

Obr. 3: Obrazok k ulohe C18.11 (Buffon’s needle)



prekazdé 0 <a<bhb<Fal0<c<d< % Takéto konstrukcie sa ob&as volajt geometrické', lebo
umoziujui pocitat pravdepodobnosti udalosti cez vypo&et ploch (resp. objemov) geometrickych dtvarov.
Presne takto ideme pocitat aj tento priklad.

Ideme teda sa pozrief na udalost

A :={(¢,d) € Q : ihla so stredom vo vzdialenosti d a s uhlom ¢ pretina priamku}.

Pre ktoré dvojice vzdialenosti d a uhlu ¢ toto tvrdenie plati? Pozrime sa na kolmy priemet blizSej polo-
vice ihly na os X. Ak ihla pretina priamku, tak ju pretina aj jej kolmy priemet. Akd je jeho dlzka? Vd aka

.....

priamky, tak priamka je danou ihlou pretnuta:
t .
A= (¢,d)eQ:dS§-s1n¢ .

A teda, udalosti A v mnoZine €2 zodpoveda plocha pod krivkou d = g - sin ¢ na rozsahu [O, %], ak na
vodorovnd os ddme hodnoty ¢ a na zvisld os ddme hodnoty d (obrdzok 3). Obsah plochy pod krivkou

. vy e p 2 . .. .
vieme spocitaf ako uréity integral foﬂ/ g -sin¢ d¢. A teda, pravdepodobnost pretnutia je rovna

/2 ¢ ) /2 p
fo‘ 7 Sinddd |73 eosd $=0 2 20
P4) = x L - x L T L 7L’
2 2 2 2 2 2

Pozrite si taktieZ materidly na Google Colab, je tam ukdzany aj simulacny sp6sob odvodenia tohto
vzorca aj pocitania tohto urcitého integralu.

Uloha 5 (C18.12): TODO

1 15 3
Odpoved': —;b) —;¢) =
Ipove a)4 )16 0)4
Postup: Geometrickou konStrukciou. Jednotlivymi siradnicami budd polohy prvej a druhej bodky na
tise¢ke. V podilohe a) je potrebné si uvedomit, aké podmienky na polohy bodov vyplyvaji z troju-
holnikovej nerovnosti. Dalej si je potrebné uvedomif, ze podmienka “minimum z mnoziny je viicsie ako
X” je ekvivalentnd s podmienkou “kazdé Cislo z mnoZiny je viic¢sie ako X.

Uloha 4 (o stoli¢kach): Za okrthlym stolom je 6 stoli¢iek. Nahodne za tento stdl rozsadime 6 Tudi,

ktorf tvoria 3 manZelské pary. Ak je pravdepodobnost, Ze aspofi jeden manZelsky pér bude sedief oproti
sebe?

7
Odpoved': —
Ipove 5

Postup: Principom zapojenia-vypojenia’. Nech udalost “i-ty pdr sedi oproti sebe” oznatime ako A;,
potom skiimané udalost “aspori jeden pdr sedi oproti sebe” je vyjadritelnd ako A| U Ay U A3. Zostéva
uz len spocitat potrebné prieniky zo vzorca.

Uloha 6 (C18.14):  TODO

priklad 1.34 zo skript
2veta 1.40 a priklad 1.41 zo skript


https://colab.research.google.com/drive/1DU8l5OdnEg9xnzo9EmtquTt_kl0eJffZ#scrollTo=HpTO4CGd9Zm2
https://colab.research.google.com/drive/1DU8l5OdnEg9xnzo9EmtquTt_kl0eJffZ#scrollTo=HpTO4CGd9Zm2
https://colab.research.google.com/drive/1DU8l5OdnEg9xnzo9EmtquTt_kl0eJffZ#scrollTo=51O9z-VUCyYy&line=4&uniqifier=1

Odpoved': 4q¢° —64° +3¢° kde g := 1 - p.

Postup: Krkolomnym rozborom pripadov?!. Alebo principom zapojenia-vypojenia. Ak ozna¢ime uda-
lost “i-ty vrchol je izolovany” ako A;, tak skimani udalost “aspori jeden vrchol je izolovany” je vyjad-
ritelnd ako A U Ay U A3 U Ag.

Uloha 7 (nebola):  Predpokladajme, e koeficienty kvadratickej rovnice x> + px + ¢ = 0 st ndhodné,
vyhovujd podmienke | p| < 1 a|g| < 1 a st na celych pripustnych intervaloch rovnako pravdepodobné.
Urcte pravdepodobnost, Ze korene kvadratickej rovnice st redlne Cisla.

Sumar technik:
e Vlastnosti mnoZin (disributivita, de Morgan, atd'.).

o RieSenie cez geometrické konStrukcie. Vlastné urcité integraly.

.....

Jje vdcsie (mensie) ako X”. V budicnosti sa tato technika rozsiri na takzvané poriadkové Statistiky.
e Princip zapojenia-vypojenia.

e Nezdvislé udalosti, vypocet ich zdruZenej pravdepodobnosti.

2I'Takto dand tlohu riesil va§ pokorny sluha, ked sa s fiou prvykrit stretol :)



3 CvicCenie 3

Na tomto cviceni sa preberali priklady C18.18, C18.20, C18.21, C18.23, C18.24, C18.25 a jedna tiloha
mimo zbierok. Simulécie k prikladom z tohto cvicenia ndjdete tu: Google Colab. Navyse, je tam aj
ukaZka pocitania aposteriornych pravdepodobnosti.

Ijlohy na samostatné precvicenie (a potencidlne aj nakédenie): C18.{26, 27, 29,}.

Uloha 1 (C18.18): TODO
Odpoved': 0.524

Postup: Treba si uvedomif, Ze krvna skupina prvého a druhého ¢loveka su pre vsetky tcely a po-
treby nezavislé??> od seba. A teda, vieme zdruZent pravdepodobnost dvojice krvnych skupin spo&itat
ako si¢in jednotlivych pravdepodobnosti. Dalej, drevoruba¢skym séitanim pravdepodobnosti vietkych
vyhovujtcich kombinacif typov krvi dostaneme hl'adand odpoved . Jediny rozdiel oproti prikladom ako
PaS01.1.1 je, Ze jednotlivé elementy mnoziny () maji rozli¢né pravdepodobnosti.

TODO prerobit riesenie tak, aby pouzivalo vetu o uplnej pravdepodobnosti

Uloha 2 (C18.20): TODO
Odpoved: TODO

Postup: Cez vzorec tiplnej pravdepodobnosti?®. Ak si definujeme pravdepodobnostny priestor so zdkladnou
mnoZinou Q@ = {W,B,R}?, kde prvd zlozka uréuje vysledok prvého potahnutia, a druhd zlozka —
druhého, tak vieme urobif rozklad mnoziny Q podla hodnoty prvej zlozky, a ndsledne aplikovaf vzo-

rec z vety o tplnej pravdepodobnosti:

PACEB)] 3T Pr(*,B) | (¢, 9] - Pri(c, ¥)]

c€(W,B,R}
respektive v Tudskej reci:

veta 2.8

Pr[druhd gulicka je biela]

Pr[druhad gulicka je biela | prva gulicka je farby c] - Pr[prva gulicka je farby c],
ce{W,B,R}

Hodnoty Pr[(c, *)] pre jednotlivé farby ¢ mame zo zadania, a hodnoty Pr[(*,B) | (c,*)] vieme
dopoditat pre kazdu farbu ¢ osobitne.

Uloha 3 (C18.21): TODO

Odpoved': a) ~ 8.7%;b) ~ 90%.

22ty nardzame na tlohu teérie pravdepodobnosti modelovat redlny svet. Samozrejme, vyberom jedného &loveka z populécie
s krvnou skupinou X de iure zmenSujeme pravdepodobnost, Ze druhy bude maf td istd krvnud skupinu. Pri populdcii v niekol’ko
miliénov je tento rozdiel ale zanedbatelny. Ako vravel velky britsky $tatistik George Box: “Vserky modely sii zIé, niektoré si
uZitocné”.

Bveta 2.8
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https://colab.research.google.com/drive/1JJJt35bcv8VS8MFIygeLnycUfeV4V1ge?usp=sharing
https://colab.research.google.com/drive/1JJJt35bcv8VS8MFIygeLnycUfeV4V1ge#scrollTo=hvtottMVnd8F
https://en.wikipedia.org/wiki/All_models_are_wrong

Postup: Cez Bayesov vzorec’*. Oznaéme si udalost “pacient je infikovany” ako I, udalost “prvy test
je pozitivny” ako Py a udalost “druhy test je pozitivny” ako P;. Preved me informécie o teste zo zadania
do reci tedrie pravdepodobnosti:

o “podozrenie (pred testom) na chorobu je 0.1%” ~ Pr[I] = 0.001
e “test ddva pozitivny vysledok v 95% pripadoch pre infikovanych” ~» Pr[P; | I] = 0.95
o “test ddva negativny vysledok v 99% pripadoch pre neinfikovanych” ~» Pr[-Py | =I] = 0.99

Prva otdzka z dlohy sa nés pyta na pravdepodobnost udalosti “pacient je infikovany za predpokladu,
Ze prvy test je pozitivny”, teda na hodnotu Pr[/ | P;]. Aplikdciou Bayesovho vzorca na tito pravdepo-
dobnost dostdvame:

veta 2.9 PI'[P1 | I] . PI'[I]
Pril [Pl = Pr[P; | I] - Pr[I] + Pr[Py | =1] - Pr[~1]

S prekvapenim zistime, Ze vSetky hodnoty na pravej strane vieme vy¢itat zo zadania.
Pri druhej podilohe potrebujeme spo&itat pravdepodobnost Pr[I | P; N P;]. Aplikdciou Bayesovho
vzorca dostaneme:

Pr[l | P; N Py] "% Pr[P; N Py | I]- Pr[[]
VTR P[Py NP, | 1] Pr{l] + P[P N Py | =11 - P[]’

Ostdva uZ len uvedomit si, Ze pocitanie Pr[P; N P; | I] je jednoduché, ked Ze podla zadania st udalosti
P a P, nezavislé.

Moriélne ponaulenie tohto prikladu je, Ze presnost medicinskeho testu negarantuje jeho predikénd
schopnost?. Odportiéam si pozriet aj YouTube video od 3BluelBrown k tomu.

Tento priklad je ukdzkou bayesovskej Statistiky. Cielom je kombinovanie predchddzajdcich (apridrnych)
predpokladov s pozorovanymi ddtami. V danom priklade, podozrenie na chorobu Pr[/] sa vold apriornou
pravdepodobnostou udalosti I (“pacient je infikovany”). Vysledky testov Py a P; st pozorovania. Pod-
mienend pravdepodobnost udalosti / vzhladom na pozorovania Py a P, Pr[I | Py, P;] sa vola apos-
teriérnou pravdepodobnostou udalosti 1.

Uloha 4 (C18.23): TODO
Odpoved': a)~ 0.61,b)~ 0.017.

Postup: Potrebujeme spocitat pravdepodobnosi udalosti “Trafil strelec A za predpokladu, Ze trafil
prdve jeden strelec”. Oznatme si udalost “trafil prdve jeden strelec” ako T, a udalost “Trafil strelec
X” ako Tx. Potom skiimand udalost “Trafil strelec A za predpokladu, Ze trafil prdve jeden strelec”
je vyjadritelnd ako T, | T. Pravdepodobnost tejto podmienenej udalosti vieme spocitat z definicie
podmienenej pravdepodobnosti:

def2.1 Pr{Ta N Tq]
Pr[TAs | T = —
t[Ta | T1] PIT]

ak pozname hodnoty Pr[T4 N Ty] a Pr[T}]. Pod me ich spoditat !

Udalost T4 NTy (“strelec A trafil a trafil prdve jeden strelec”) je ekvivalentnd s udalostou “strelec A
trafil a strelec B netrafil a strelec C netrafil a strelec D netrafil”, Cize TANT, = TaN-TgN=TcN=Tp.
MoZeme si viimnif, Ze jednotlivé udalosti v rdmci tohto prieniku sd zdruZene nezévislé. A teda, vieme
spocitaf ten prienik ako si¢in uz zndmych zo zadania hodnot:

PI'[TA N Tl] = PI‘[TA] . PI‘[—|TB] . Pr[—|Tc] . PI‘[—|TD].

Zveta 2.9
2> Spometime si na celoslovenské plo§né testovania na COVID-19 na jesefi roku 2020
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https://www.youtube.com/watch?v=lG4VkPoG3ko
https://www.youtube.com/watch?v=HZGCoVF3YvM

Vsimneme si, ze mnozina udalosti {ToNT1, TgNT, TcNTy, TpNT} tvori rozklad udalosti 7' (niekto
z nich musel trafif, a nemohli to byt viaceri naraz). A teda (vd aka definicii pravdepodobnostnej miery),
pravdepodobnost udalosti T'; vieme napisat ako sicet ich pravdepodobnosti:

Pr[T] = Z Pr[Tx N T}].
Xe{A,B,C,D}

Uloha 5 (C18.24):  TODO
Odpoved': QED.

Postup: Priame dokazy. Oplati sa pamiitat, Ze pole redlnych Cisel (ako aj kazdé iné pole) je oborom
integrity?°.

Uloha 6 (C18.25): TODO
Odpoved': QED.
Postup: Priame dokazy.

Uloha 7*: Generujeme refazec nasledovnym spdsobom: so $ancou % priddme na koniec pismeno «,
so Sancou % priddme na koniec pismeno b, a so Sancou % ukon¢ime generovanie refazca. S akou prav-
depodobnostou po ukonceni generovania dostaneme palindrém (refazec rovny svojmu reverzu)?

Odpoved : ;

Postup: Vzorcom z vety o tGplnej pravdepodobnosti.

Sumar technik:
e Podmienené pravdepodobnosti.
e Rozklad udalosti.
e Veta o Uplnej pravdepodobnosti.

e Bayesov vzorec.

260bor integrity je (komutativny) netrividlny okruh bez delitelov nuly, t.j. Va,b € R : ab =0 = (a=0V b = 0)
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https://en.wikipedia.org/wiki/Integral_domain

4 CvicCenie 4

Na tomto cviCeni sa preberali priklady C18.28, C18.30, C18.32, C18.33, C18.34, C18.36, C18.37.
Simul4cie k prikladom z tohto cvicenia ndjdete tu: Google Colab.
leohy na samostatné precvicenie (a potencidlne aj nakédenie): C18.{31, 35, 38, 39}.

Uloha 1 (C18.28): TODO
Odpoved’: a) ~ 0.0563; b) ~ 0.99958; c) ~ 0.6778.

Postup: Zacneme budovanim pravdepodobnostného priestoru. Zdkladnd mnoZina udalosti moZu byt
jednotlivé usporiadané desatice farieb potomkov, &ize Q = {W, P}!10. Ked'Ze Q je koneénd, tak mdZeme
nastavi mnoZinu S na 2. Této konstrukcia m4 vyhodu, Ze jednotlivé zloZky tych desatic st zdruZene
nezdvislé, a teda vypocet pravdepodobnosti jednotlivej desatice je len sicin pravdepodobnosti pre jed-
notlivych potomkov:

10

10
l_l Pr[potomok i m4 farbu a;] = ]_[ Da;»
i=1 i=1

nezavislost

Pr[(al, ey al())]

kde pp = % apw = % (zo zadania).
MobZzeme si d' alej v8imniit, Ze pri vypo&te pravdepodobnosti jednej desatice ndm nezéleZi na poradi,
ale len na pocte fialovych a bielych potomkov:

Pri(ar,...,a10)] = py - pyy = pyr - (1 = pp)'* 7™,

kde #p a #w st pocCty fialovych a bielych potomkov v desatici (ai,...,aj0). To znamena, Ze vsetky
desatice s rovnakym poctom fialovych potomkov maji rovnakid pravdepodobnost. Tymto je konStrukcia
pravdepodobnostného priestoru ukoncena.

Zadant dlohu vieme vyriesit, ak by sme vedeli po&itat pravdepodobnost udalosti “prdve k potom-
kov md fialovii farbu”. OznaCme si ju ako A;. Do mnoZiny Ay patria prave vSetky desatice s prave k
fialovymi potomkami. My uZ ale vieme, Ze kazdy z nich md rovnakd pravdepodobnost p’l‘, (1- pP)IO‘k .
Cize zostdva uz len spo&itaf pocet desatic s prdve k fialovymi potomkami a vyndsobif ten podet prav-
depodobnosfou konkrétnej desatice. Ten pocet desatic ale uz vieme pocitaf (vid priklad PaS01.1.2 z
prvého cvicenia). Dostdvame tak vzorec

10
Pr{A;] = ( B ) ph(1 = pp)'0E.

Uloha 2 (C18.30): TODO
Odpoved': QED.
Postup: Obidve implikacie vieme dokdzat priamo.

Uloha 3 (C18.32): TODO
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https://colab.research.google.com/drive/1ljwTY-o27fnx1RyCxmpwFowxTlQlFtEb?usp=sharing

0 x<1
L1<x<2 0 x<0
2 2<x<3 £ 0<x<1
Odpoved: a) Fx(x)={2 3<x<4,E[X]=35b)Fx(x)={3 1<x<2,E[X]=15.
% 4<x<5 % 2<x<3
% 5<x<6 1 3<x
1 6<x

Postup: Pozornym Citanim definicii ndhodnej premennej (definicia 3.1), distribu¢nej funkcie (definicia 3.13)
a strednej hodnoty (definicia 4.6). Ako prvy krok odpori¢am vypisaf vetky nenulové body?’ funkcie
Pr[X = k] (vzhl'adom na k).

Uloha 4 (C18.33): TODO

Odpoved': E[X] =2, Var[X] = 3.

Postup: Nech ¢ je vysledny pocet kociek s k zafarbenymi stenami. Potom
Pr(X = k] = .

Zostava uz len dopoditat strednd hodnotu a varianciu®® (definicia 4.14).

Uloha 5 (C18.34): TODO

2(n—k)
1<k<n-1 1
Odpoved’: Pr[X = k] ={"D " JE[X] = 2 iy
0 inak

Postup: Ked skiimame minimum, oplati sa najprv po&itat hodnotu Pr[X > k]. Z nej uz vieme dopoditat
Pr[X = k] = Pr[X > k] — Pr[X > k — 1], a z toho uZ vieme dopocitat aj strednd hodnotu z jej definicie.

Uloha 6 (C18.36): TODO

Odpoved': e — 1.

Postup: Spocitame hodnotu Pr[X = k]. Z nej spocitame strednd hodnotu.
Uloha 7 (C18.37):  TODO

Odpoved': QED.

Postup: Vymenou poradia sumacie:

E[X]:gk-Pr[X:k]=g

27

k S

Pr[X = k] V}’/megd sum Z Z Pr[X = k] X je di=skretné Z Pr[X > ]]
1 j=1

Jj= J=1 k=j
mnoZzina vSetkych nenulovych bodov funkcie sa vo v§eobecnosti vold nosic funkcie (angl. support)
Zyugebnicovy ndzov je rozptyl, a namiesto zna¢enia Var[X] sa pouZiva D[X]. T4to hodnota je znama v slovencine aj pod

nazvami disperzia, strednd kvadratickd odchylka, strednd kvadratickd fluktudcia, ¢i druhy centrdlny moment.
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Uloha 8* (priklad 5.4 z Andéla): Predpokladajme, Ze sa konaji nezdvislé pokusy. V kazdom z nich
nastane s rovnakou pravdepodobnostou % prave jeden z javov Ay, ..., A,;. Vypocitajte strednd hodnotu
poctu pokusov, ktoré treba uskutocnif na to, aby sa niektory z javov vyskytol prvykrdt nepreru§ovane
k-krét za sebou!

mk -1
m—1"

Odpoved :

Postup: OznaCme si X; ako pocet pokusov potrebnych na to, aby sme uvideli k rovnakych vysledkov
za sebou, ak predoslych i pokusov bolo rovnakych. Potom platia nasledovné (rekurentné) rovnice:

E[Xx] =0

m-—1

1
ElXi] = — - (1 + ElXin]) +

-(1+E[X;]) pre Vk € {0,... k- 1}

Potrebujeme spo&itaf teda E[Xp]. Tuto rekurentnd rovnicu vieme vyrieSif opatrnym rozpisovanim od
E[Xo] po E[Xj-1].
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5 Cvicenie 5
Na tomto cviceni sa preberali priklady C18.38, C18.42, C18.43, C18.44, C18.46, C18.47, C18.48.
Sumar technik:

d
e Vypocet sim pomocou integrovania-derivovania: f(x) = e ( f f(x) dx). Binomick4 formula.
X

Sucet konecného a nekonecného geometrického radu.

e Metdda indikdtorov na vypocet strednych hodnot a rozptylu.
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6 Cvicenie 6

Na tomto cviCeni sa preberali priklady C18.38, C18.42, C18.43, C18.44, C18.46, C18.47, C18.48 a
vybrané priklady z minuloro¢ného midtermu.

Sumar technik:

e Vypocet strednej hodnoty a variancie pomocou Standardnych diskrétnych distribicii: rovhomerné
diskretné rozdelenie, Bernoulliho rozdelenie, binomické rozdelenie, geometrické rozdelenie, Po-
issonové rozdelenie, hypergeometrické rozdelenie, multinomické rozdelenie

e Aproximdcia binomického rozdelenia Poissonovym rozdelenim
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7 CvicCenie 7

Na tomto cviceni sa preberali priklady C18.53, C18.54, C18.56, C18.57.

Sumair technik:

o Konvergentné nevlastné integrdly s nekonecnymi hranicami. Vlastnosti priamych a inverznych
goniometrickych funkcii. Derivacia inverznej funkcie.

e Vypocet hustoty z distribu¢nej funkcie derivovanim
e Vypocet distribucnej funkcie z hustoty integrovanim
e Vypocet strednej hodnoty a variancie pomocou hustoty

e Vypocet distribu¢nej funkcie, hustoty, strednej hodnoty a variancie prostej transformécie ab-
solitne spojitej ndhodnej premenne;j
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8 Cvicenie 8
Na tomto cviceni sa preberali priklady C18.58, C18.60-C18.64.
Sumar technik:

o Limitné vlastnosti distribucnej funkcie

e Prevod vypoctov o normdlnom rozdeleni na Standardizované normdlne rozdelenie, pouZzitie kvan-
tilovej funkcie.
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9 Cvicenie 10
Na tomto cviceni sa preberali priklady C18.69, C18.71, C18.77, C18.80 a jeden priklad mimo zbierky.

Sumair technik:

e Vypocet pravdepodobnosti ndhodnych vektorov pomocou viacrozmernych integralov. Prevod viac-
rozmernych integralov na viacnasobné integraly. PoCitanie viacnasobnych integralov.

e Distribu¢nd funkcia minima a maxima nezavislych ndhodnych premennych. Poriadkové Statistiky.
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