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Analytickd a enumerativna kombinatorika
Letny semester 2023 /24

Domace tlohy

. Pre vietky n € N\ {0} existuje presne C),_1 usporiadanych zakorenenych stromov o n vrcholoch
a presne C), binarnych stromov o n vrcholoch. Pritom ale Cy,_1 < C,,. Vysvetlite tato zdanlivo
paradoxnu skutoc¢nost.

a) Najdite vSetky kombinatorické triedy neoznafenych objektov C také, ze obycCajnéa vytva-
rajuca funkcia C(z) € N[z] triedy C méa nekoneény polomer konvergencie — mozno ju teda
interpretovat aj ako celd funkciu C(z) € Hy.

b) Zostane tato charakterizacia v platnosti aj v pripade, Ze C interpretujeme ako kombina-
torické triedy oznacenych objektov a pytame sa, ¢i ma nekoneény polomer konvergencie
exponencidlna vytvarajica funkcia tejto triedy?

Nech ¥ je abeceda. Najdite najmensi a najvac¢si mozny polomer konvergencie p obycajnej
vytvéarajicej funkcie kombinatorickej triedy Wy pozostévajicej zo vSetkych slov v nejakom
jazyku L C ¥* s velkostou danou dlzkou slova. Ako sa zmeni odpoved, ked budeme navyse
predpokladat nekone¢nost jazyka L7

. Dokazte tvrdenie z pozndmky 6.2.6 zo skript.

S pouzitim metody analyzy singularit asymptoticky odhadnite koeficienty Maclaurinovho radu

funkcie .
f(Z) _ 617 \3/1732.

Pre n — oo asymptoticky odhadnite pocet vietkych binarnych vyhladavacich stromov s kIi¢mi
1,...,n (pricom kaZdy z nich sa v strome vyskytuje prave raz).

Pre pre r € N\ {0} pevné a n — oo asymptoticky odhadnite pocet vSetkych permutécii mno-
ziny [n], ktorych rozklad na disjunktné cykly obsahuje prave r cyklov parnej dlzky (a T'ubovolny
pocet cyklov neparnej dlzky).

Né&jdite hodnotu, ku ktorej sa pre n — oo limitne blizi pravdepodobnost, Ze rovnomerne né-
hodne zvolend permutécia mnoziny [n| neobsahuje ziaden cyklus dlzky 3 ani 4.

Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) je linedrna, ak P C N x (T*NT*UT*). Dokazte, ze
oby¢ajné vytvarajica funkcia kombinatorickej triedy vSetkych slov generovanych jednozna¢nou
linedrnou gramatikou je vzdy racionélna.

Pre n — oo odhadnite oc¢akédvany pocet unérnych vrcholov v rovnhomerne ndhodne vybranom
unarno-bindrnom strome o n vrcholoch.

Pre n — oo odhadnite o¢akévany pocet komponentov siivislosti rovnomerne nadhodne vybraného
2-regularneho (neorientovaného) grafu o n oznacenych vrcholoch.

Pre n — oo odhadnite ocakavany pocet klauzil v rovnomerne ndhodne vybranej vyrokovej
formule v konjunktivnom normalnom tvare o n literaloch.



