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1 Obmedzenia pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky

Pripomenme si znenie pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky.

Veta 1. Nech X je abeceda a L C X* bezkontextovy jazyk. Potom existuje p € N také, Ze pre vsetky
w € L s |w| > p existuji slovd z,u,y,v,z € X* také, Ze:

(1) w = zuyvz,

(4) |uyv| < p,

)
)

(idi) Juv] > 1,
v)

(i

Vi € N: zuiyviz € L.

Pokial teda pre nejaky jazyk L konStanta p s uvedenymi vlastnostami neexistuje, jazyk L ne-
moze byt bezkontextovy. Na tomto pozorovani je zalozena metéda dokazovania negativnych vysledkov
o bezkontextovosti jazykov z minulého semestra. UkaZeme teraz, Ze napriek svojej nespornej uzitoc-
nosti tato metodda nie je univerzalne pouzitelna, kedze pumpovacia lema hovori iba o nutnej, ale nie
0 postacujicej podmienke bezkontextovosti jazyka. Existuji teda aj jazyky L € Zcr, pre ktoré
konStanta p z pumpovacej lemy existuje — vyvratit bezkontextovost takéhoto jazyka pomocou pum-
povacej lemy logicky nie je mozné.

Priklad 1. Uvazujme jazyk L = {a"b"c"d* | n,k € N} U {a,b,c}*. Tento jazyk nie je bezkontex-
tovy, pretoze inak by pre reguldrny jazyk R = a*b*c*d a homomorfizmus h: {a,b,c,d}* — {a,b,c}*
s h(a) = a, h(b) = b, h(c) = ¢ a h(d) = € musel byt bezkontextovy aj jazyk

h(LNR) = {a"b"c" | n € N},

o ktorom vieme, 7e bezkontextovy nie je. Jazyk L ale napriek tomu splita podmienky z pumpovacej
lemy pre bezkontextové jazyky pre p = 1: ak w € {a,b,c}* a |w| > 1, musi byt w = et pre nejaké
e € {a,b,c}at € {a,b,c}* amozno tak vziat naprikladx =u =y =¢,v = eaz = t; ak w = a"b"c"d"
pre nejaké n € N a k € N — {0}, mozno zase vziat © = a"b"c"d* L, u=day=v=2=c¢.

Ogdenova lema, ktord v nasledujiicom odvodime, je silnejSim variantom pumpovacej lemy pre bez-
kontextové jazyky — bude fiou moZzné napriklad aj vyvratit bezkontextovost jazyka z predchadzaju-
ceho prikladu. Stéle vsak pojde iba o nutnid podmienku bezkontextovosti jazyka.

2 Ogdenova lema

Nech L je lubovolng bezkontextovy jazyk. Potom ezistuje bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o)
taka, ze L(G) = L. Nech ma najdlhsia prava strana pravidla z P dlzku k; bez ujmy na vieobecnosti
predpokladajme, ze k > 2. V kazdom kroku odvodenia potom moZno jeden neterminal prepisat
na najviac k symbolov. Polozme p := kN1,



Nech w € L je lubovolné slovo také, ze |w| > p. Ozna¢me v slove w aspon p lubovolngch po dvoch
roznych symbolov. Vezmime strom nejakého odvodenia slova w v gramatike G a nazvime vnutorny
uzol tohto stromu wvijznacngym, ak aspon dva spomedzi podstromov zakorenenych v synoch tohto uzla
obsahuji list zodpovedajtci ozna¢enému symbolu! slova w. Kazdy uzol méze maft najviac k synov —
l'ahko sa teda presvedéime o tom, Ze ak kazd4 cesta z korena do listu obsahuje najviac M vyznacnych
uzlov, moze takyto strom zodpovedat iba odvodeniu slova s nanajvys kM oznadenymi symbolmi.
Kedze vo vysledku je potrebné vygenerovat aspoin p = kVI+1 oznadenych symbolov, musi z uvedeného
dévodu v strome existovat cesta z korefia do niektorého z listov obsahujica asponi | N|+1 vyznaénych
uzlov. Vezmime spomedzi takychto ciest nejakii s maximalnym poc¢tom vyznacnych uzlov. Na nej
musia aspoil dva spomedzi najnizsich |N|+1 vyznaénych uzlov zodpovedat rovnakému neterminalu .
Situécia je znézornené na obrazku 1.

|N|+ 1 vyznacnych
uzlov

x U Y v z

Obr. 1: Schematické znazornenie stromu odvodenia v gramatike G. UvaZzovana cesta z korena do listu s maxi-
malnym poctom vyznacénych uzlov je znazornené hrubou lomenou ¢iarou; vyzna¢né uzly st na nej zvyraznené
Glernymi kruhmi (koreii, ktory moze, ale nemusi byt vyznaénym uzlom, je zvyrazneny prazdnym Stvorcom).

Spomedzi |[N| + 1 najnizsich vyznaénych uzlov na tejto ceste musia aspont dva zodpovedat rovnakému neter-
minélu €. Tieto jeho dva vyskyty ur¢uju faktorizaciu w = xuyvz vygenerovaného slova.

Uvazované odvodenie slova w v gramatike G mozno s odkazom na obrazok 1 zapisat ako
o =% réz =1 zubvz =* ruyvz = w.

Pre slovo w teda existuju slova x,u,y, v, z také, ze w = ruyvz. Podslovo uyv je vygenerované v ramci
podstromu zakoreneného vo vyznacnom uzle zodpovedajicom neterminélu &, pricom vdaka volbe
nami uvazovanej cesty a vyskytov neterminélu & na nej je zrejmé, Ze kazda cesta z koreha tohto pod-
stromu do niektorého listu moze obsahovat najviac |[N| 41 vyznaénych uzlov. V désledku toho moze
podslovo uyv slova w obsahovat najviac kN1 = p oznagenych symbolov. KedZe je vyssi spomedzi
dvoch uvaZovanych uzlov zodpovedajucich neterminélu & vyzna¢ny, musi podslovo uyv obsahovat
aspon jeden oznadeny symbol, pricom vSetky tieto oznacené symboly nemozu byt obsiahnuté v pod-
slove y — v opa¢nom pripade by vyssi uzol zodpovedajici £ mohol mat iba jedného syna s oznacenym
symbolom v podstrome. Oznaceny tak musi byt aj aspon jeden zo symbolov podslova u alebo v.

Vyznaény uzol teda zodpoveda neterminalu &, na ktory bolo v odvodeni pouzité pravidlo £ — x, pricom z aspoin
dvoch réznych (neterminalnych alebo terminalnych) symbolov slova x sa v odvodeni vygeneruje aspoi jeden oznaceny
symbol slova w.



KedZe napokon mozno ¢ast odvodenia z£z =1 zufvz vynechat alebo niekolkokrat zopakovat,
pre kazdé ¢ € N patri aj slovo zu'yv'z do jazyka generovaného gramatikou G. Tym dostéavame
nasledujice tvrdenie zname ako Ogdenova lema.

Veta 2. Nech % je abeceda a L C X* bezkontextovy jazyk. Potom existuje p € N také, Ze pre vsetky
w € L s|w| > p a lubovolné oznacenie najmenej p roznych symbolov slova w existuji x,u,y,v, z € X*
také, Ze:

(1) w = zuyvz;

(17) podslovo uyv obsahuje nanajvys p oznacenijch symbolov slova w;
(7i1) aspoti jedno z podslov u,v slova w obsahuje oznaceny symbol;
(iv) Vi € N: zuiyviz € L.

Ogdenova lema je skutoénym zovSeobecnenim pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky — ta
totiz zodpoveda Speciadlnemu pripadu Ogdenovej lemy, ked st v uvaZzovanom slove w oznacené vsetky
symboly.

3 RiesSené tlohy

Aplikujme najprv Ogdenovu lemu na vyvratenie bezkontextovosti jazyka z prikladu 1 — tym ukazeme,
ze Ogdenova lema je skutocne silnejsim nastrojom, nez pumpovacia lema pre bezkontextové jazyky.

Uloha 1. Pomocou Ogdenovej lemy dokazte, ze jazyk L = {a"b"c"d* | n,k € N} U {a,b,c}* nie je
bezkontextovy.

RieSenie. Za ucelom sporu predpokladajme, Ze L € Zcp. Podla Ogdenovej lemy prisliacha jazyku L
konstanta p € N. Uvazujme slovo w = aPb?cPd — evidentne w € L a |w| > p — a ozna¢me v fiom prave
vietky vyskyty pismena a. Z Ogdenovej lemy potom vyplyva existencia slov x, u,y, v,z € {a, b, c,d}*
s vlastnostami (7) az (iv).

Keby niektoré zo slov u, v obsahovalo dva rézne symboly, muselo by vd'aka vlastnosti (iv) pre i = 2
do jazyka L patrit aj slovo zu?yv?z, ktoré viak obsahuje najmenej jedno pismeno d a stc¢asne nie je
prvkom jazyka a*b*c*d* — nemoze teda byt ani prvkom jazyka L.

Kazdé zo slov u,v je teda mocninou niektorého z pismen a, b, ¢, d — a vdaka podmienke (7i7) je
#a(uv) > 1. Nutne potom existuje e € {b,c} také, ze #.(uv) = 0. Vdaka (iv) pre i = 2 potom
rulyv?z € L — aviak

#a(xUQQUQZ) = #a(w) + #a(uv) > #4(w) = Fe(w) = #e(w) + #e(uwv) = #e($u2yv2z)
a stcasne #q(zulyv?z) > #4(w) = 1, o je spor. O
Uloha 2. Zistite, ¢ je jazyk L = {a'b’c? | i,j € N; i # j} bezkontextovy. Svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Dokézeme, Ze jazyk L nie je bezkontextovy. Predpokladajme opak; jazyku L potom podla
Ogdenovej lemy prislicha konstanta p € N. Uvazujme slovo w = aPtP'0P*P'cP; evidentne w € L
a |w| > p. Ozna¢me v slove w prave vietky vyskyty pismena c. Z Ogdenovej lemy dostavame existenciu
slov z,u,y,v,z € {a,b, c}* splhajtcich podmienky (i) az (iv).

Ziadne zo slov u, v nemoze obsahovat vyskyty dvoch réznych symbolov, pretoze v opac¢nom pri-
pade by slovo zu’yv?z nepatrilo do jazyka a*b*c*, ¢o by odporovalo podmienke (iv), podla ktorej
toto slovo musi byt prvkom L.



Kedze podla (iii) musi byt #.(uv) > 1, nutne nastane jeden z nasledujtcich troch pripadov:

a) u=c" av=c®prenejaké r,s € N také, ze 1 <r+ s < p (pokial pritom r = 0, slovo y nemusi
byt mocninou pismena c);

b) u=a" av = c® pre nejaké r,s € N — {0};
c) u=1">"av=c® prenejaké r,s € N — {0}.

V prvom z pripadov mozeme v (iv) zvolit i = p!/(r + s) + 1; z toho zu'yviz = aPTPHPHP' PP € [,
¢o je spor. V zostavajucich dvoch pripadoch stac¢i vziatf i = 2 a v&imnut si, Ze pre slovo zu?yv?z € L
je |#a(zuyv?2) — #4(zulyv®z)| = r > 0. To je opit spor. O

Poznamka 1. Nie je tazké ukazat, Ze podobne ako v pripade jazyka z prikladu 1, aj pre jazyk L
z predchadzajicej dlohy existuje konStanta p € N, pre ktord plati tvrdenie z pumpovacej lemy
pre bezkontextové jazyky. Na vyvratenie bezkontextovosti jazyka L teda pumpovacia lema nie je
postacujiicim nastrojom.

4 Nejde o postacujicu podmienku bezkontextovosti

Podobne ako v pripade pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky, aj v pripade Ogdenovej lemy ide
len o nutnd podmienku bezkontextovosti jazyka, ktoré nie je postacujicou. Existuji teda aj jazyky,
ktoré nie si bezkontextové, ale pomocou Ogdenovej lemy to o nich dokézat nemozno. UkadZzme si
teraz priklad takéhoto jazyka, s ktorého o nieco vSeobecnejsim variantom prisli roku 1978 L. Boasson
a S. Horvath [1].

Priklad 2. Uvazujme abecedu ¥ = {a,b} a jazyk L = {(ab)®" | n € N} U X*{aa, bb}X*. Tento jazyk
nemoze byt bezkontextovy, pretoze pre homomorfizmus h: a* — 3* dany ako h(a) = ab je

h (L) ={a® |neN} & Lop.

Napriek tomu ale uvedeny jazyk vyhovuje tvrdeniam Ogdenovej lemy pre p = 3. Ak totiz w = (ab)>"
pre n € N — {0}, pri¢om st v tomto slove oznaené aspoi tri symboly, moZno vziat za slovo u ktory-
koI'vek oznaceny symbol, ktory nie je na zaciatku ani na konci slova a slovo v mozno vziat prazdne;
slova x,y, z dalej zvolime tak, aby bolo xuyvz = w. Pre takto zvolené x,u,y,v,z € ¥* st potom
evidentne splnené podmienky (i) az (iii) z Ogdenovej lemy; vypustenim alebo niekolkonasobnym
zopakovanim podslova u dlzky 1 d'alej zo slova w uréite dostaneme slovo obsahujtce dva po sebe
idtce vyskyty niektorého pismena — pre i € N — {1} tak zuiyv'z € ¥*{aa,bb}*, kym pre i = 1 je
ruyvz € {(ab)?" | n € N}; je teda splnena aj podmienka (iv) Ogdenovej lemy.

Ak naopak w € ¥*{aa,bb}>* je slovo dlzky aspon 3, v ktorom st oznacené aspoil tri symboly,
zvolme I'ubovolné podslovo aa alebo bb slova w a spomedzi oznacenych symbolov mimo tohto podslova
zvolme Tubovolny za u. Za slovo v vezmime ¢ a slova x, y, z zvolme tak, aby bolo zuyvz = w. Zrejme
potom zyz € ¥*{aa,bb}>* Podmienky (i) az (iii) z Ogdenovej lemy su opét evidentne splnené —
a splnena je aj podmienka (iv), pretoze z xyz € ¥*{aa,bb}¥*, w = zuyvz € ¥*{aa,bb}>* au € {a,b}
vyplyva zuiyv'z € ¥*{aa, bb}X* pre vietky i € N.

Literatura

[1] Boasson, L., Horvath, S.: On Languages Satisfying Ogden’s Lemma. In RAIRO — Informatique
théorique. 1978, vol. 12, no. 3, pp. 201-202.



	Obmedzenia pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky
	Ogdenova lema
	Riešené úlohy
	Nejde o postačujúcu podmienku bezkontextovosti

