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1 Definicia

Pod substittciou sa v tedrii formalnych jazykov chape ,,zovSeobecnenie” homomorfizmu, kde obrazom
slov uz nie su slové, ale jazyky.

Definicia 1. Nech %, T st abecedy. Zobrazenie 7: ¥* — 21" nazveme substiticiou, ak 7(¢) = {e}
a pre vSetky u,v € X* je
T(uv) = 7(u)7(v).

Poznamka 1. Poziadavka 7(¢) = {€} je v uvedenej definicii skuto¢ne podstatna, pretoze nevyplyva
z vlastnosti 7(uv) = 7(u)7(v) pre vsetky u,v € ¥*, éim sa substitucie odlisuji od homomorfizmov.
Najdenie vhodného protiprikladu je jednou z tloh urcéenych na nasledujtce cvic¢enie.

Poznamka 2. Ak h: ©* — I'* je homomorfizmus, zobrazenie 7: £* — 21" definované pre vietky
w € ¥* ako T7(w) = {h(w)} je zjavne substiticia. Aj ked teda homomorfizmus z formalneho hladiska
nie je substittciou, moZno substittucie chapat ako zovSseobecnenie homomorfizmov.

Poznamka 3. Definiciu substitiicie mozno interpretovat aj tak, Ze ide o homomorfizmus monoidov
(E*v '75) a (2F P {5})

7 nasledujiceho tvrdenia vyplyva, ze podobne ako homomorfizmy st aj substiticie jednoznacne
urcené obrazmi jednotlivych pismen — kazdé zobrazenie zo ¥ do 2U teda jednoznacne uréuje sub-
stiticiu zo ¥* do 2. V nasledujiicom budeme tito skuto¢nost vyuzivat bez toho, aby sme na to
explicitne upozoriovali.

Tvrdenie 1. Nech ¥, T st abecedy a f: ¥ — 2 je zobrazenie. Potom existuje prave jedna substiticia
7: 5% = 28 takd, Ze pre vietky c € ¥ je 7(c) = f(c).

Dokaz. Definujme zobrazenie 7: £* — 21" pre vietky k € N a vietky ay,...,a; € ¥ predpisom
T(ay...ar) = f(a1)... f(ax). Pre vietky ¢ € ¥ potom 7(c) = f(c).

Dokézeme, Ze zobrazenie 7 je substiticia. Rovnost 7(g) = {e} vyplyva bezprostredne z definicie 7.
Nech teraz u,v € ¥*, priComu = aq ...a, av = by ... b, pre nejaké aq, ..., am,b1,...,b, € X. Potom

T(uwv) =7(ar...amby...by) = f(a1) ... flam)f(b1) ... f(bm) = 7(u)T(v).

Zostéava dokéazat jedine¢nost substiticie 7. Nech 7/: £* — 2" je substiticia taka, Ze pre vietky
ceXjet(c) = f(c). Pre vietky k € Na aq,...,a; € ¥ potom

(a1 ...a) =7 (a1)...7 (ap),

¢o mozno dokézat matematickou indukciou: pre k = 0 a k = 1 je tvrdenie trividlne — a ak tvrdenie
plati pre k = s, tak aj pre k = s + 1 dostavame

(ay...asas41) = 7'(a1...a5)7 (asy1) = 7' (a1) ... 7 (as)T (ast1)-

Preto
(ay...a) =7'(a1)... 7 (ax) = f(a1) ... flag) = 1(a1...ay).

Kedze si k € Naay,...,a; € X Iubovolné, nutne 7/ = 7. O



Podobne ako v pripade homomorfizmov mozno definiciu substittcie aditivne rozsirit aj na jazyky.

Definicia 2. Nech %, T st abecedy, 7: £* — 21" je substitiicia a L C ¥* je jazyk. Obraz jazyka L
pri zobrazeni substituciou T je jazyk

weL

Priklad 1. Nech ¥ = {a, b} a substittcia 7: ¥* — 2" je dana ako 7(a) = {¢,b} a 7(b) = a*. Potom
pre L = {ab, bb} je
7(L) = 7(ab) UT(bb) = (a* Uba™) Ua*a® = a™ U ba™.

Je zrejmé, Ze substittucia je velmi siln& operécia — jazyk 7(a) napriklad ani len nemusi byt rekur-
zivne vy¢islitelny. Z tohto dévodu sa v suvislosti s konkrétnymi triedami jazykov budeme vac&sinou
zaoberat substituciami, ktorych obor hodnét je urcitym sposobom obmedzeny. To oddvodiuje zave-
denie pojmu Z-substittcie pre triedu jazykov .Z.

Definicia 3. Nech &, T st abecedy, 7: 3* — 21 je substitiicia a .Z je trieda jazykov. Hovorime, Ze
T je ZL-substittcia, ak pre vsetky ¢ € ¥ je 7(c) € Z.

Poznamka 4. 7 uvedenej definicie este pre .Z-substiticiu 7: ¥* — 28" vo vSeobecnosti nevyplijva
T(w) € & pre vietky w € ¥*. Tato implikicia je vSak zjavne pravdiva v pripade, Ze je trieda .Z
uzavreté na zretazenie (a teda plati aj pre vSetky triedy jazykov Chomského hierarchie).

V podobnom duchu tiez definujeme reguldrnu substiticiu ako Z-substiticiu, bezkontextovi sub-
stiticiu ako £ p-substiticiu a podobnt terminolégiu pouzivame aj pre dalsie zname triedy jazykov.

2 Uzavretost tried Z a £cr na substiticiu

7 predchadzajucich avah okrem iného vyplyva, Ze nemé zmysel o¢akivat uzavretost nejakej zmyslu-
plnej a netrividlnej triedy jazykov na vSeobecnu substitiiciu. Aj preto budeme hovorit, Ze trieda .Z
je uzavretd na substiticiu, ak je uzavreta na .Z-substitticiu. V nasledujicom dokaZzeme, Ze triedy #
a ZoF st uzavreté na substitaciu.

Veta 1. Trieda Z je uzavretd na substiticiu.

Doékaz. Nech 3, T st abecedy, L C >* je regularny jazyk akceptovany deterministickym kone¢nym
automatom A = (K, %,8,qo, F) a1: £* — 21" je regularna substitticia. Zostrojime nedeterministicky
kone¢ny automat A’ taky, ze L(A") = 7(L).

Kedze je substittcia 7 regularna, pre kazdé ¢ € 3 existuje nedeterministicky koneény automat A,
v ,prasiatkovom* normalnom tvare taky, ze L(A.) = 7(c). Automat A’ zostrojime z automatu A
tak, 7ze kazdy prechod na pismeno ¢ nahradime samostatnou koépiou automatu A. tak, ako je to
znézornené na obrazku 1. Kazda kopia automatu A, musi byt oznadend pociatoénym a koncovym
stavom prechodu, ktory nahradza — inak by mohlo dojst k ,,pomieSaniu stavov* jednotlivych kopii
automatu A..
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Obr. 1: Kazdy prechod automatu A na pismeno ¢ nahradime samostatnou kopiou automatu A..




Predpokladajme, ze pre vietky ¢ € ¥ je A. = (K[A.],T',0[Ac], @]Ac), {ar[Ac]}), pricom pre kazdé
dve rozne a,b € ¥ st mnoZiny stavov K[A,] a K[Ap] disjunktné a pre vietky ¢ € ¥ su dis-
junktné mnoziny K a K[A.] x K?. Konstrukciu automatu A’ potom mozeme zapisat nasledovne:
A= (K',3 0, ¢}, F'), kde

K'=Ku|J (K[A] x K?),
ceX

¥ =T, q)=qo a F' = F. Pre vietky stavy p € K dalej

&' (p.e) = {(wlAc),p, 6(p,¢)) | c € B},

¢o zodpoveda prechodom na e vedicim zo stavov z mnoziny K do pociatocnych stavov képii auto-
matov A.. Pre vietky p,r € K, c € ¥, ¢ € K[A.] — {qr[A¢]} a z € ' U {e} polozime

&' ((q,p,7),2) ={(d\p,7) | ¢ € 6[A)(q,2)},

¢o zodpovedéd prechodom v réamci jednotlivych képii automatov A.. Pre v8etky p,r € K ac € X
napokon definujeme prechod

5,((QF[AC]7P7 7"), 5) = {’I”}

veduci z akceptacného stavu danej kopie automatu A, do prislusného stavu z K. ]
Veta 2. Trieda Lor je uzavretd na substiticiu.

Doékaz. Nech L je bezkontextovy jazyk generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P,0).
Nech 7 je bezkontextova substitiicia na T*. Gramatiku G’ generujtcu jazyk L(G') = 7(L) moZno
ziskat nahradenim kazdého terminalu ¢ € T pociatoénym netermindlom bezkontextovej gramatiky
pre 7(c) (za predpokladu disjunktnosti jednotlivych mnozin neterminalov a neexistencie symbolu,
ktory je stasne netermindlom jednej gramatiky a terminélom inej gramatiky).

Nech teda pre kazdé ¢ € T je G, = (Ng, T¢, Pe, 0.) bezkontextova gramatika taka, ze L(G.) = 7(c).
Predpokladajme navyse, ze

N.NNyg=10 Ve,d € T také, ze ¢ # d,
N.NN =10 Vee T,

[rg)e(yr)

Uvazujme homomorfizmus h na (N UT)* taky, Ze pre vsetky £ € N je h(§) = £ a pre vietky c € T
je h(c) = .. Gramatiku G’ = (N',T", P',¢’) potom moézeme zostrojit nasledovne:

N =Nu[JN,

ceT
T/:UTC7
ceT
P ={¢—hw)|£€N; weT f—)wEP}UUPC,
ceT
o =o. O



	Definícia
	Uzavretosť tried R a LCF na substitúciu

