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Syntakticki analijzu (angl. tiez parsing) mozno zhruba charakterizovat ako proces, ktorého hlav-
nym cielom je pre dant (oby¢ajne bezkontextovi) gramatiku G a slovo w zistit, ¢i w € L(G) —
v pripade kladnej odpovede je ziadtucim vystupom syntaktickej analyzy aj nejaky strom odvode-
nia slova w v gramatike G; v pripade w ¢ L(G) zas nejakd informécia o pric¢ine tejto skuto¢nosti.
Algoritmy realizujtce tuto tlohu nachédzaja uplatnenie pri tvorbe kompilatorov.

V nasledujicom sa zameriame vylu¢ne na rozhodovanie prislusnosti slova w do jazyka L(G);
vietky opisané algoritmy ale bude moZné l'ahko upravit tak, aby stacastou vystupu bol aj strom
odvodenia resp. informécia o pri¢ine jeho neexistencie.

Algoritmus CYK realizuje opisand tlohu pre vSeobecné bezkontextové gramatiky. Pocas jeho vy-
konavania je ale nutné udrziavat v paméti tabulku o velkosti kvadratickej od dlzky slova w, ktora
moze byt v praxi velmi velka. Podobne méZe predstavovat problém aj kubicka casova zloZitost algo-
ritmu CYK. Pre praktické ucely je preto nutné (alebo v sti¢asnosti aspoii maximalne vyhodné) mat
k dispozicii algoritmus, ktory syntakticka analyzu realizuje s mensimi pamétovymi a ¢asovymi né-
rokmi. Metody syntaktickej analyzy zdola nahor, zaloZené na schéme , posuil a redukuj*, st v praxi
najrozsirenejsimi prikladmi takychto efektivnych algoritmov. Tieto na rozdiel od algoritmu CYK
nerealizuju syntakticki analyzu pre vSeobecné bezkontextové gramatiky, ale iba pre gramatiky s ur-
Gitymi vlastnostami — to je ale pre praktické tcely obvykle plne postacujuce.

1 Syntaktickd analyza zdola nahor

Algoritmy syntaktickej analyzy zdola nahor pracuji na béaze spdtnej simulacie odvodenia daného
slova w v danej gramatike G. Slovo w teda najprv (nejakym zatial bliZsie neSpecifikovanym sposo-
bom) upravia na slovo w’ také, ze w’ = w, slovo w’ dalej upravia na slovo w” také, ze w” = w’
a tak dalej. V pripade, Ze algoritmus takymto spésobom zredukuje slovo w na pociatoény netermi-
nal o, plati 0 =* w, a teda w € L(G). Algoritmy syntaktickej analyzy zdola nahor teda postupuju
od listov stromu odvodenia (ktorych zretazenie je w) k jeho korenu (po¢iatoénému neterminalu o),
¢o odovodiuje ich pomenovanie.

Véacsina algoritmov syntaktickej analyzy zdola nahor ¢ita slovo w postupne zlava doprava, pri¢om
sa konstruuje pravé krajné odvodenie slova w.

Oznacenie 1. Nech G = (N, T, P,o0) je bezkontextova gramatika. Symbolom =, oznafujeme
relaciu kroku pravého krajného odvodenia v gramatike G. Pre u,v € (N UT)" je teda u =, v prave
vtedy, ked pre nejaké uy,z € (NUT)", us € T* a £ € N je u = uius, v =ujzus a £ - x € P.

Definicia 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Pravd vetnd forma v gramatike G
je slovo w € (NUT)" take, ze o =%, w.

Definicia 2. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika a w € (N UT)" je prava vetna forma
v gramatike G. Podslovo x pravej vetnej formy w sa nazyva , handle“!:2, ak pre nejaké uy € (N UT)”,
ug € T*a € €N je

0 =7, U1EU2 = pm UITUD,

pricom w = ujxus.

!Priamodciary slovensky preklad ,rukovit“ sa nezauzival.
2Presnejsie za ,handle* povazujeme konkrétny vijskyt podslova z v pravej vetnej forme w spliajici nasledujicu
podmienku.
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Obr. 1: Podslovo z je ,handle” v pravej vetnej forme u;xus. KedZe odvodenie na obrazku je pravé krajné,
podslovo uy musi obsahovat vyluéne terminédlne symboly.

,2Handle“ je teda podslovo z pravej vetnej formy w, ktorého zredukovanim podl'a nejakého pra-
vidla & — x vznikne predchadzajuca vetné forma v niektorom pravom krajnom odvodeni vetnej
formy w v gramatike G. Pojem ,handle“ je ilustrovany aj na obrazku 1, ktory vysvetluje volbu
tohto terminu — obrézok totiZ napadne pripomina rukovit pouZivantu na nosenie balikov.

Algoritmy syntaktickej analyzy zdola nahor, ktoré su zaloZené na schéme ,posunn a redukuj“
opisanej nizgie, zakazdym néajdu ,handle“ v danom slove (presnejsie: najdu ,kandidatku na handle®,
kedZe ani nie je isté, ¢i je dané slovo vetnou formou v G), ktoru zredukuji podla niektorého pravidla,
¢im vznikne , kandidatka na predchadzajucu vetni formu®.

Ak je gramatika viacznaCnd — teda ak v nej existuje viac ako jedno pravé krajné odvodenie
niektorého slova — moze jedna vetna forma w obsahovat aj viacero réznych , handle*. V takom pripade
ale tazko ocakavat, Ze by sa dala robit syntakticka analyza zdola nahor deterministicky (a bez nutnosti
uplného prehladavania). Deterministické algoritmy teda budt narabat vzdy len s ur¢itymi triedami
jednoznacnijch gramatik. V jednoznacnej redukovanej gramatike obsahuje kazda prava vetna forma
nanajvys jednu ,handle“ (presnejsie: vetna forma o neobsahuje Ziadnu ,handle a ostatné pravé
vetné formy obsahuju prave jednu ,handle“).

2 Nedeterministickd schéma algoritmu ,,posun a redukuj*

Algoritmy syntaktickej analyzy zdola nahor Castokrat pracuji na baze schémy ,posun a redukuj“
(angl. ,shift-reduce®), ktora teraz opiSseme. Tato schéma algoritmu je nedeterministické, nekladie
Ziadne obmedzenia na bezkontextovi gramatiku na vstupe a moZno ju implementovat na zasobni-
kovom automate. Neskor ukdzeme, ze pre isté triedy $pecidlnych bezkontextovych gramatik mozno
tato schému determinizovat a ziskat tak algoritmus v pravom slova zmysle.

Vstup: Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) a slovo w € T*.
Schéma algoritmu:

e Nedeterministicky vykonaj jednu z nasledujtcich dvoch operacii:

a) Zmaz z vrchu zésobnika nejaké slovo x a nahrad ho nejakym neterminalom £ takym,
ze £ —» x € P. (Redukuj podla & — x.)
b) Precitaj jeden symbol zo vstupu a pridaj ho na zasobnik. (Posui.)
e Opakuj tento proces, az kym:
a) Na vstupe nezostava ziaden nepreéitany symbol a na zasobniku je poc¢iato¢na vetna
forma o. V takom pripade akceptuj (w € L(G)).
b) NemoZno vykonat ani operaciu ,posuii, ani operaciu ,,redukuj“.



Aspon jedna vetva vypoctu takéhoto zasobnikového automatu na vstupe w akceptuje prave vtedy,
ked w € L(G) — uvedent schému tak mozno chapat aj ako alternativny dokaz, ze ku kazdej bezkon-
textovej gramatike existuje ekvivalentny zésobnikovy automat. Ide o dosledok skutocnosti, Ze jeho
akceptacné vetvy ,najdu prave vsetky pravé krajné odvodenia slova w. Ak napriklad

0 =prm O =pm ab =, ab

je pravé krajné odvodenie, moze zasobnikovy automat pracovat nasledovne (,,dno* zasobnika ozna-
¢ujeme symbolom F, ktorého podobnost s oznaCenim relacie kroku vypocétu v automate je ¢isto
néhodna).

Zasobnik | ZvySok vstupu | Operacia

H ab | Posui

Fa b | Redukuj podla @ — a
Fa b | Posun

Fab ¢ | Redukuj podla 8 — b
Fap ¢ | Redukuj podla ¢ — af
Fo e | Akceptuyj

Z tohto prikladu l'ahko vidiet, Ze ku kazdému pravému krajnému odvodeniu
O = Wy =rm W1 =rm W2 =rm -+ =rm Wm = W

v gramatike G zodpoveda nejaka akceptacna vetva vypoctu opisaného automatu — po zredukovani
yhandle* x pravej vetnej formy wy pre k € [m] na neterminal £ totiZz na zasobniku bude nejaky
prefix vetnej formy wy_; konciaci neterminalom £ a Tahko vidiet, Ze ,handle® vetnej formy wy_q
nemoéze koncit pred tymto neterminalom. Na zasobnik teda zo vstupu opét moZno posuntt niekol'ko
(pripadne aj nula) symbolov a ziskat tak na jeho vrchu ,handle®, ktora mozno zredukovat. Kazdé
odvodenie ,,najdené* opisanym automatom je naopak pravé krajné — lahko totiz vidiet, Ze ak slovo
x na vrchu zasobnika zredukujeme na neterminél £, nemoézu byt vo vyslednej vetnej forme napravo
od ¢ 7iadne d'algie neterminély.

Poznamka 1. V kazdom kroku schémy ,posun a redukuj“ teda zretazenie obsahu zasobnika a ne-
precitanej Casti vstupu zodpovedéd aktudlnej ,kandidatke na vetnt formu“ gramatiky G, pricom
na zasobniku je po kazdej redukcii jej prefix, ktory este v hladanom (a od konca konstruovanom)
pravom krajnom odvodeni nebol ,sterminalneny“. Ak je navySe gramatika jednoznac¢na a reduko-
vand, moze byt v akceptacnej vetve na zasobniku prefix siahajici najviac po koniec (jedinej) ,,handle”.
Pre viacznacné gramatiky je zas v kazdej akceptacnej vetve vzdy na zasobniku prefix siahajici najviac
po koniec niektorej ,handle*. Takéto prefixy pravych vetnych foriem sa zvykni nazyvat Zivotaschopné
prefiry (angl. viable prefives).® S tymto pojmom budeme pracovat v druhej asti tychto poznamok,
v suvislosti s LR gramatikami.

V praxi je nedeterministickd schéma ,,posuii a redukuj* uzito¢né len méalo, kedZe jej determiniza-
cia preskimanim vSetkych nedeterministickych vetiev je neefektivna. Preto sa skiimali predovsetkym
triedy gramatik, pre ktoré mozZno schému ,posun a redukuj“ realizovat deterministicky — v kazdom
kroku musi byt zrejmé, ¢i posunit alebo redukovat a ak redukovat, musi byt zrejmé, podla ktorého
pravidla. Musi teda existovat kritérium, pomocou ktorého mozno deterministicky rozoznat situéciu,
ked je mozné, Ze na vrchu zasobnika je , handle“. V takom pripade musi byt tato ,handle* 2 dané jed-
noznacne a nesmie byt mozné, Ze na zasobniku vznikne , handle“ aZ po posunuti symbolu zo vstupu.
NavySe musi existovat prave jeden netermindl £, na ktory mozno tito ,handle* redukovat.

V nasledujicom sa budeme zaoberat konkrétnymi triedami takychto gramatik. Najprv presku-
mame tzv. jednoducho precedencéné gramatiky, pre ktoré je mozné rozhodnit medzi operaciou ,,posuii
a operaciou ,redukuj* podla dvojic po sebe iducich symbolov v slove. Na d'alSom cvi¢eni sa potom
budeme zaoberat o nieco zlozitejSou a omnoho doélezitejSou triedou gramatik, tzv. LR gramatikami.

3Definicie Zivotaschopnych prefixov sa pre viacznaéné gramatiky mézu lisif; podstatna je ale iba ich definicia
pre jednozna¢né gramatiky.



3 Jednoducho precedenc¢né gramatiky

Jednoducho precedencné gramatiky st bezkontextové gramatiky, ktorych symboly splhaju isté pod-
mienky umoznujice v schéme ,posunl a redukuj“ na zaklade dvojice po sebe idicich pismen roz-
hodnut, ¢ posuniit alebo redukovat. V pripade redukovania je navySe mozné deterministicky urcit
,kandidatku na handle“, ktora treba zredukovat, ako aj neterminal, ktorym je potrebné toto redu-
kované podslovo na zasobniku nahradit.

Poznamka 2. Determinizéicia schémy ,posun a redukuj“ bude pre jednoducho precedenc¢né gra-
matiky moZné iba za predpokladu, Ze jej vstup pozostéva zo slova w nasledovaného Specidlnym
symbolom - oznacujicim koniec vstupného slova. Tento drobny technicky detail je ale zaujimavy iba
z teoretického hladiska — v praxi nie je s pridanim symbolu - oc¢ividne ziaden problém.

V druhej ¢asti tychto poznamok budeme pracovat s tzv. LR(0) gramatikami, pre ktoré tento
predpoklad nie je nutny.

Pri definicii jednoducho precedenénych gramatik budeme vyuZivat tri §pecialne binarne relacie
na abecede N U T, ktoré budeme oznacovat symbolmi =, < a >. Vysvetlime si najprv priblizny
intuitivny vyznam tychto relacii pre gramatiku G = (N, T, P,0):

=: Prea,be NUT je a=>b prave vtedy, ked ,je mozné*, Ze v gramatike G existuje prava vetna
forma w = zyz s ,handle* y takou, Ze y = y1abys pre nejaké slova yp, y2. Strucnejsie povedané:
a = b, ak ,je mozné“, Ze sa symboly a a b mozu vyskytovat za sebou v handle”.

<: Prea,b € NUT je a < b prave vtedy, ked ,je mozné“, ze v gramatike GG existuje prava vetna
forma w = xyz s ,handle” y taki, 7e © = 2'a a y = by’ pre nejaké slova 2’,y’. Strucnejsie
povedané: a < b, ak ,je mozné“, Ze sa symbol a méze vyskytovat ako posledny symbol pred
,yhandle* za¢inajicou symbolom b.

>: Pre a,b € NUT je a > b prave vtedy, ked ,je mozné“, Ze v gramatike G existuje prava
vetna forma w = zyz s ,handle” y taka, Zze y = y'a a z = bz’ pre nejaké slova v/, z/. Strucnejsie
povedané: a>b, ak ,je mozné“, Ze sa symbol a mdze vyskytovat ako posledny symbol v, handle,
ktoré je vo vetnej forme nasledovand symbolom b.

Poznamka 3. Mierna nepresnost tejto charakterizécie relacii =, < a > spociva vo vagnosti slovného
spojenia ,je mozné“, bez ktorého by islo len o implikicie sprava dolava a nie o ekvivalencie.

Ak pre dvojicu symbolov a,b plati niektoré z tvrdeni, tak sa tieto symboly v zodpovedajtcej
relacii. Relacie =, < a > v8ak formalne definujeme so zretelom na ich efektivnu ,zostrojitelnost*,
a preto dvojica symbolov bude moct byt v niektorej z relacii aj bez toho, aby pre fiu platilo prislusné
tvrdenie. Ak napriklad gramatika G nie je redukovana a obsahuje pravidlo & — ab také, Ze symboly
a a b sa nemdzu vyskytovat v Ziadnej vetnej forme gramatiky G, stale bude platit a = b, hoci sa
tieto dva symboly o¢ividne nemédzu vyskytovat za sebou v Ziadnej ,handle“ (pretoZe ,handle“ je
definovana iba pre pravé vetné formy).

Pristapme teraz k naozajstnej formalnej definicii relacii =, < a >. Za tymto ucelom najprv
zavedieme pomocné relacie FIRST a LAST.

Definicia 3. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika. Potom:

a) FIRST je binarna relacia na N U T taka, Ze pre vietky a,b € NUT je (a,b) € FIRST prave
vtedy, ked a € N a sucasne existuje z € (N UT)* také, ze a — bx € P.

b) LAST je binarna relacia na N UT taka, Ze pre vSetky a,b € N UT je (a,b) € LAST prave
vtedy, ked a € N a sucasne existuje z € (N UT)* také, ze a — zb € P.

Poznamka 4. Ako FIRSTT, LAST™, FIRST* a LAST* oznacujeme tranzitivne resp. reflexivne
a tranzitivne uzavery relacii FIRST a LAST. Pre ,bezepsilonovi® gramatiku je teda dvojica (a,b)
v relacii FIRSTT prave vtedy, ked zo symbolu a moZno na nenulovy pocet krokov odvodit slovo
zac¢inajuce na b. V relacii FIRST* st navySe aj vSetky dvojice (a,a) pre a € NUT.



Definicia 4. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika. Potom:

a) = je binarna relacia na NUT taka, Ze pre vSetky a,b € NUT je a = b prave vtedy, ked existuje
neterminal £ € N a slovad u,v € (N UT)" take, ze £ — uabv € P.

b) < je binarna relacia na N UT taka, Ze pre vietky a,b € NUT je a<b prave vtedy, ked existuji
&neNau,ve (NUT)™ také, 7e € — uanv € P a (n,b) € FIRST™.

¢) > je binarna relacia na N UT taka, Ze pre vietky a,b € NUT je a > b prave vtedy, ked b € T
a existuji &,m € N,c € NUT au,v € (NUT)* také, ze & — uncv € P, (n,a) € LAST"
a (¢,b) € FIRST*.

Neskor v tychto poznamkach ukézeme, Ze takto definované relacie =, < a > mozno skutocne
pre kazda bezkontextovii gramatiku efektivne vypodéitat.

Poznamka 5. Overime teraz, Ze uvedené definicie skutocne koreSponduji s intuitivnym vysvetlenim
vyznamu relacii =, < a > z ivodu tohto oddielu. Ak teda v tychto intuitivnych vysvetleniach upus-
time od vagneho slovného spojenia ,,je mozné“ a ekvivalenciu nahradime implikaciou sprava dolava,
dostaneme pravdivé tvrdenia.

=: Nech sa a a b mozu vyskytovat za sebou v ,handle“. Z definicie ,handle“ vyplyva, Zze symboly
a a b sa musia vyskytovat za sebou aj na pravej strane niektorého pravidla, a teda a = b.

<: Nech sa a méze vyskytovat ako posledny symbol pred ,handle* za¢inajticou symbolom b. Takato
pravé vetné forma je teda tvaru 2’aby’z, kde y = by je ,,handle®. Pravé krajné odvodenie vetnej
formy x’aby’z je potom tvaru

/ / /
o =0, T afz =, x'aby 2.

Symbol a vo vetnej forme x’'az musel vzniknut pouzitim nejakého pravidla o — wanv € P
takého, ze (n,8) € FIRST*.* Kedze navyse (3,b) € FIRST (lebo z uvedené¢ho odvodenia
vyplyva B — by’ € P), je (n,b) € FIRST™, a teda aj a < b.

>: Nech sa a mdze vyskytovat ako posledny symbol v handle“, ktora je vo vetnej forme nasledo-
vana symbolom b. Takato prava vetna forma je tvaru xy'abz’, kde y = y/a je ,handle*. Pravé
krajné odvodenie vetnej formy xy’abz’ je potom tvaru

* / / /
o =, rabz =y xy abz’.

Symbol b je nutne terminal. Ak by totiz bol b neterminal, musel by sa v pravom krajnom
odvodeni prepisat skor, nez neterminél «. Nech 1 je prvy spolocny predok symbolov a a b
v danom pravom krajnom odvodeni. Potom musi existovat pravidlo ¢ — wuncv € P, kde
(n,a) € LAST* a (¢,b) € FIRST*. Kedze navyse (a,a) € LAST (lebo nutne o — y'a € P),
je (n,a) € LAST™, a teda a > b.

V pripade, Ze st kazdé dva symboly z N UT v najviac jednej z relacii =, < a >, mozno tieto
relacie za urc¢itych dalsich predpokladov vyuZit na determinizaciu algoritmu ,,posuii a redukuj“. To je
odzrkadlené v nasledujicej definicii jednoducho precedencnej gramatiky.

Definicia 5. Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) je jednoducho precedenénd, ak su splnené
nasledujice podmienky:

(i) Gramatika G je ,bezepsilonova®, t. j. PC N x (NUT)™".

(i7) Gramatika G je spitne deterministicka, t. j. pre kazdé x € (N UT)" existuje najviac jeden
neterminél £ € N taky, ze £ - x € P.

(iii) Kazda dvojica symbolov (a,b) € (N UT)? je v najviac jednej z relacii =, < a >.

4V opa¢nom pripade by musel vzniknat na nenulovy pocet krokov z neterminalu 1 takého, ze o — wpnv € P.
V pravom krajnom odvodeni ale nemozno prepisat neterminal ¥ skor, nez sa ,sterminalni“ 7, ¢o znamena, ze v takomto
pripade nemozno odvodit vetnd formu z’aBz.



Poznamka 6. MozZe sa stat, ze v jednoducho precedenénej gramatike G = (N, T, P, o) nejaké dva
symboly a,b € N UT nie st v ani jednej z relacii =, < a >. To znamena, Ze symboly a, b sa nemézu
vyskytovat vedla seba v Ziadnej pravej vetnej forme gramatiky G. Inak by totiZz nejaka vetna forma
obsahujtca podslovo ab musela byt ,zredukovatelna“ na pociatocny neterminal o a v takom pripade
mozno Tahko nahliadnut, Ze symboly a, b musia byt v aspoi jednej z relacii =, < a >.

Pre jednoducho preceden¢né gramatiky je mozné v schéme ,posunt a redukuj“ v kazdom kroku
deterministicky rozhodnut, & vykonat operaciu ,,posun® alebo operaciu ,redukuj“. Nech a je symbol
na vrchu zasobnika — ¢ize posledny symbol prefixu spracivaného na zasobniku — a b je prvy symbol
zvysku slova. Ak a = b alebo a < b, na danej pozicii v slove neméze konéit , handle“ a jedinou moz-
nostou je teda posunit symbol zo vstupu. Ak a > b, jedinou moznostou je redukovat podla nejakého
pravidla, ktorého prava strana sa kon¢i symbolom a, kedZe na danej pozicii nemoze ziadna ,,handle®
pokracovat ani za¢inat. Zaciatok redukovaného podslova v takom pripade moZno najst podla relécii
medzi symbolmi postupne odoberanymi zo zasobnika. Neterminal, na ktory sa toto podslovo zredu-
kuje, je jednoznac¢ne uréeny vdaka spatnému determinizmu gramatiky G. V pripade, Ze na zasobniku
nie je ziaden symbol (okrem Specialneho symbolu t pre jeho ,,dno“), je jedinou moznostou posuntt
symbol zo vstupu. Podobne v pripade, Ze na vstupe nie je Ziaden neprecitany symbol (okrem Spe-
cidlneho symbolu - pre koniec vstupného slova, ktory je podla predpokladu z poznamky 2 stcastou
vstupu), je jedinou moznostou redukovat (pokial existuje vhodné pravidlo).

Algoritmus ,,posuri a redukuj pre jednoducho precedencné gramatiky teda mozno opisat nasle-
dovne (zrejmé detaily suvisiace s inicializaciou vynechavame):

Vstup: Jednoducho preceden¢na gramatika G = (N, T, P,o) a slovo w 1, kde w € T™*.
Algoritmus:

1. Ak je na vrchu zésobnika k-, posurn symbol zo vstupu a pokracuj krokom 5.

2. Ak je na vrchu zéasobnika symbol a a prvy neprecitany symbol na vstupe je b, pri¢om
a = b, posun symbol zo vstupu a pokracuj krokom 5.

3. Ak je na vrchu zasobnika symbol a a prvy nepreéitany symbol na vstupe je b, pricom a <b,
posun, symbol zo vstupu a pokracuj krokom 5.

4. Ak je na vrchu zasobnika symbol a a prvy neprecitany symbol na vstupe je b, pricom a > b,
redukuj. Redukuj aj v pripade, Ze na vstupe je - a na zasobniku je aspon jeden symbol
(okrem I). Zac¢iatok redukovaného podslova pritom hladaj nasledovne:

a) Odober symbol ¢ z vrchu zasobnika.

b) Nech d je novy vrch zasobnika. V takomto pripade nemdéze byt d > ¢ (preco?).

c) Ak d = ¢, opakuj cely proces po¢niic krokom a).

d) Ak d < c alebo d = F, slovo doposial zmazané zo zasobnika je hladané redukované
podslovo y.

Vdaka spatnému determinizmu existuje najviac jeden netermindl & taky, 7e £ — y € P.
Ak takyto neterminél & existuje, pridaj & na zasobnik.

5. Opakuj cely tento proces po¢ntic krokom 1, az kym:

a) Na vstupe nie je ziaden neprecitany symbol (okrem ) a na zasobniku je nad jeho
ydnom* F pociatotné vetna forma o. V takom pripade akceptuj — w € L(G).

b) Nemozno vykonat ani operaciu ,posuii ani operaciu ,redukuj“. V takom pripade
zamietni — w ¢ L(G).

Priklad pouzitia uvedeného algoritmu mozno najst v zavere tychto poznamok.



4 Vypocet relacii =, < a > pre dani gramatiku

V nasledujicom ukadZeme, ako pre dani bezkontextovi gramatiku G algoritmicky vypocitat relacie
=, < a ». Takto vypoéitané relacie mozno vyuzit na overenie, ¢ je dand gramatika G jednoducho
preceden¢na a ak je, aj pri vykonavani algoritmu ,posuii a redukuj“. Pre jednu gramatiku G je
ocividne postacujiice vypocitat relacie =, < a > iba raz (nezavisia totiz od vstupu).

Relacie FIRST a LAST moZno o¢ividne vypocitat priamo z ich definicie. Ich tranzitivny resp. ref-
lexivny a tranzitivny uzaver potom moZno vypoditat Standardnym spdsobom. Napriklad pre vypocet
FIRST™ to znamena postupne ,generovat“ relacie

2 3
FIRST, | J FIRST, | J FIRST, ...,
=1 =1

aZ kym sa nebudu niektoré dve z tychto relacii rovnat (alebo pouzit nejaka menej ,,drevorubadska®
metodu; napriklad mozno vyuzit nésobenie matic). Pre reflexivny a tranzitivny uzaver treba eSte
relaciu zjednotit s identickou relaciou.

Relaciu = mozno taktiez vypoditat priamo z definicie — st v nej vSetky dvojice symbolov, ktoré
sa vyskytuja za sebou na pravej strane niektorého pravidla.

Nasledujice tvrdenia, kde RS oznacuje Standardnt kompoziciu relacii R a S, st priamym do-
sledkom definicif relacii < a >.

Tvrdenie 1. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextovd gramatika. Potom sa relicia < rovnd reldcii
= FIRST™.
Tvrdenie 2. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextovd gramatika. Potom sa reldcia > rovnd reldcii

((LAST*)‘1 = FIRST*) A(NUT)xT).

Poznamka 7. Vypodéitat inverznt relaciu k relacii LAST™ je trivialnou zalezitostou — staéi iba
,,otoCit" vsetky dvojice.

5 Priklad

V nasledujicom demons$trujeme metoédy z predchédzajicich oddielov na priklade bezkontextovej
gramatiky G, pre ktoru:

a) Vypocitame relacie =, < a >.
b) Overime, Ze G je jednoducho preceden¢na.
¢) Odsimulujeme algoritmus ,,posuil a redukuj“ na konkrétnom vstupe w.
Priklad 1. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika s N = {o,«, 8}, T = {a,b,c,d} a

P={o—aalpd
a—c|ca

B — Bb | ba}.

Vypocitajme najprv relacie FIRST a LAST. Zrejme

FIRST = {(07 (I), (0318)? (Oé, C)’ (Byﬁ)? (67 b)},
LAST = {(o,d), (0,), (a, a), (a, ), (B,a),(B,b)}.



Tranzitivne uzavery relacii FIRST a LAST vypoéitame nasledovne:

FIRST! = {(0,a), (0, B), (a,¢), (8, 8), (B,b)},
FIRST! UFIRST? = {(0,a), (0,b), (0, B), (a,¢), (B, B), (B,b)},
FIRST! U FIRST? U FIRST? = FIRST! U FIRST? = FIRST™.

LAST! = {(0,d), (0, @), (@, a), (o, ¢), (B,a), (8,b)},
LAST! ULAST? = {(0,a), (0,¢), (0,d), (0,a), (a,a), (a,¢), (B,a),(8,b)},
LAST' ULAST? ULAST? = LAST! ULAST? = LAST™.

Reflexivny a tranzitivny uzaver FIRST* je dany ako FIRST* = TUFIRST™, kde I oznacuje identicki
relaciu. Preto

FIRST" = {(0,0), (o, @), (8, ), (a,a), (b, b), (¢, ¢), (d, d), (0, a), (0,D), (0, B), (e, ¢), (B, b) }.

Zjavne tiez
(LAST™) ™ = {(4,0), (¢,0),(d, 0), (@, 0), (a, ), (¢, ), (a, B), (b, B)}.

Takto vypodcitané pomocné relacie teraz mozeme vyuZit na vypocet samotnych relacii =, < a >.
Relaciu = este mozno vypocitat priamo z jej definicie:

= obsahuje dvojice {(a, ), (8,d), (c,a),(B,b),(b,a)}.

Relacia
< je dand ako = FIRST™, t.j. {(a,c)}.

Napokon relécia
> je dan4 ako ((LAST+)*1 = FIRST*) A(NUT) xT), t.j. {(a,b), (a,d), (b,b), (b,d)}.

V nasledujicom overime, ze gramatika G je jednoducho preceden¢na. Postupne teda ukazeme,
7e G spliia podmienky (i) az (iii) z definicie 5.

(i) Gramatika G je ,bezepsilonova®, pretoZe v P nie je ziadne pravidlo typu £ — ¢.

(i7) Gramatika G je spitne deterministické, pretoze pre vietky z € (N UT)" existuje najviac jeden
neterminél £ € N taky, ze £ - x € P.

(131) Relacie =, < a >, ktoré sme vypo¢citali vyssie, mozno zapisat v podobe tabulky nasledovne.

c a B a b ¢ d

QO Q2 WL 9
I
VARV
A
A\VARVAR|

Lahko vidiet, Ze kazda dvojica symbolov z N UT je v najviac jednej z relacii =, < a >.

Gramatika G teda skutocne je jednoducho preceden¢na. Odsimulujeme teraz algoritmus ,,posun
a redukuj* pre gramatiku G na vstupe w = babbd.



Zasobnik | Zvysok vstupu | Operacia

= babbd 4 | Posuni (F na zésobniku)

Fb abbd 4 | Posunl (b = a)

F ba bbd 4 | Redukuj (a > b) podla 8 — ba

FB bbd 4 | Posunl (8 =)

+ Bb bd - | Redukuj (b > b) podla 8 — b

(] bd 4 | Posuii (8 = b)

+ Bb d 4 | Redukuj (b > d) podla  — b

(] d - | Posun (8 =d)

F Bd - | Redukuj (H na vstupe) podla ¢ — fd
Fo - | Akceptuj (o na zasobniku, do¢itany vstup)

Pri redukcii najde algoritmus redukovanu vetnii formu podla relacii medzi symbolmi na zasobniku.
Napriklad pri prvej redukcii je na zasobniku ba, pricom b = a. Algoritmus ,,posuii a redukuj“ teda
vyprazdni cely zasobnik bez toho, aby ,narazil“ na dvojicu symbolov v relécii <. Preto treba redu-
kovat cely obsah zasobnika ba. Zodpovedajica lava strana pravidla 8 je jednozna¢ne uréend vdaka
spatnému determinizmu.

Priklad 2. Uvazujme teraz jemne pozmenent gramatiku G’ = (N', 7", P',¢’), kde N' = {0, «, 8},
T ={a,b,c,d}, 0’ =0 a

P'={oc—aa | Bb
a—c|ca

B — Bb | ba}.

O tejto gramatike moZzno okamzite konstatovat, Ze nie je jednoducho preceden¢éna, pretoze obsahuje
sucasne pravidla o — b a 8 — Bb. Gramatika G’ teda nie je spitne deterministicka.

Jednoducho precedenéné nie je ani bezkontextova gramatika G” = (N”,T" P" ¢") taka, ze
N"={o,a,8}, T" ={a,b,c,d}, 0" =0 a

P'={0c—aa|c¢
a—c|ca

B — Bb | ba}.
Obsahuje totiz pravidlo o — €, a teda nie je ,,bezepsilonova“.

Poznamka 8. Symboly =, < a > mdZzu evokovat urcité vlastnosti niektorych relécii z matematiky,
ako napriklad =, < a >. Treba preto doérazne upozornit na fakt, ze relacie =, < a > nemaju ,,takmer
ziadnu z peknych vlastnosti“ tychto znamych relacii. Relacia = napriklad nemusi byt symetricki,
ako ukazuje priklad vyssie. Podobne méze platit a < b bez toho, aby platilo b > a. Dvojica symbolov
(a,b) tiez moze byt vo vSetkych troch relacidach =, < a > sicasne.

Poznamka 9. Symboly - a 4 nepatria ani do mnoziny neterminélov, ani do mnoziny terminalov
jednoduchej precedencnej gramatiky — ide iba o pomocné symboly zavedené v stuvislosti s algoritmom
»posuil a redukuj“. Preto pre tieto symboly nie je definovana zZiadna z relacii =, < a »>. Napriek tomu
moZno na tieto symboly intuitivne nazerat tak, ako keby pre kazdé ¢ € NUT bolo F < ca ¢ > .
Operéacie vykonavané algoritmom ,,posunn a redukuj“ v $pecidlnych pripadoch (ked na zasobniku je
F alebo ked na vstupe je ) st potom konzistentné so zvySnymi pripadmi.
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