Komplexné analyza pre informatikov
Zimny semester 2023 /24

Prva sada domacich uloh

1. Zistite, ¢i existuje funkcia f: C — C, ktora:
a) Nie je spojita v ziadnom bode a € C.
b) Nie je spojita v Ziadnom bode a € C\ {0}, ale v bode a = 0 je dokonca diferencovatelna.

V pripade kladnej odpovede prislugni funkciu néjdite a dokazte, Ze skutoéne ma dani vlastnost.
V pripade zapornej odpovede svoje tvrdenie dokézte. (Uloha 2.11 zo skript.)

2. Dokazte alebo vyvratte: pre kazdé k € N existuje mocninovy rad Y o2 ¢, 2" so stredom v bode 0
a s polomerom konvergencie 1, ktory diverguje v prdve k réznych bodoch kruzmice |z| = 1
(a vo zvysnych bodoch tejto kruznice konverguje). (Uloha 3.2 zo skript.)

3. Dokazte, ze kazda uzavreta krivka v s v* C D’(0,1) je homotopickd v D’(0,1) s krivkou %
takou, ze 4* C k(0,1/2)*. (Uloha 5.3 zo skript.)

4. Dokazte, ze na kompaktnej mnozine postupnost funkcii konverguje rovnomerne prave vtedy,
ked konverguje lokilne rovnomerne. (Uloha 7.1 zo skript.)

5. Dokazte, ze vo vete 7.1.8 v skuto¢nosti mozno predpoklad rovnomernej konvergencie nahradit
slabsim predpokladom lokalne rovnomernej konvergencie. (Uloha 7.2 zo skript.)

6. Uvazujme hlavnii vetvu mocninovej funkcie [22] definovant pre z € C\(—o0, 0] ako 2* := e*In7;

ide teda o holomorfnt vetvu multifunkcie [2¢] na C\ (—o0, 0], pre ktord je 1¢ = 1. Ozna¢me

dalej f(z) = (1 + 2)®, kde umochujeme s pouzitim tejto hlavnej vetvy.

a) Dokazte, ze pre vietky a € C a z € C\ (—00,0] je 2% = az*"1,

b) Funkcia f je o€ividne holomorfna na D(0,1). Z predchadzajuceho vztahu odvodte, Ze
pre vietky z € D(0,1) je (1+ 2)f'(2) = af(2).

c) Ukazte, ze pre z € D(0,1) je funkcia f(z) dan& binomickym rozvojom

ra= e = (0)e

n=0

(z) _ 257(5 —k)

d) Né&jdite obdobné Maclaurinove rozvoje aj pre d'alsie holomorfné vetvy mocninovej funkcie
[(1+4 2)¢] na C\ (—o0,0].

kde pre « € Can € N je

(Uloha 7.9 zo skript.)

7. Dokazte alebo vyvratte: ak f: D(0,1) — C je holomorfna na D(0,1), pricom +1 a +i sa
hromadnymi bodmi Z(f), je funkcia f na D(0,1) nutne konstantne nulova. (Uloha 8.2 zo skript.)

8. Nech T' C C je oblast.
a) Dokazte, ze mnozina H(T') funkcii holomorfnych na T tvori spolu s beZnymi operaciami
sCitania a nasobenia funkcii obor integrity.

b) Dokazte, Ze mnozina M(7T') funkcii meromorfnych na 7' tvori spolu s operaciami s¢itania
a nasobenia funkcii, nasledovanych odstranenim pripadnych odstranitelnych singularit,
pole.

(Uloha 9.11 zo skript, typické rieSenie zahffia aj rieSenia tloh 9.9 a 9.10.)



