Komplexné analyza pre informatikov
Zimny semester 2023 /24

Druhi sada domacich uloh

1. Uvazujme funkciu f: C\ {i,—i} — C, danu pre vietky z € C\ {—i,i} ako
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Néajdite vietky I € C takeé, ze pre nejaku uzavreta po ¢astiach hladka krivku v s v* C C\ {4, —i}
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(Uloha 11.5 zo skript.)

2. Zistite, ¢i existuje funkcia f meromorfna na C také, Zze pre vietky n € N\ {0} méa funkcia
f v bode n pdl, pricom Res(f,n) = n. Ak ano, skonstruujte taka funkciu; ak nie, dokéazte.
(Uloha 11.6 zo skript.)

3. Zistite, Ci existuje meromorfna funkcia f na nejakej oblasti S C C taka, ze pre vSetky a € R
existuje pol a € S funkcie f, pre ktory je Res(f,a) = a. Ak ano, skonstruujte taka funkciu;
ak nie, dokazte. (Uloha 11.7 zo skript.)

4. Dokazte nasledujuci variant Cauchyho principu argumentu, zalozeny na pojme indexu a ne-
zavisly od Jordanovej a Jordanovej-Schoenfliesovej vety: nech S C C je oblast, funkcia f je
meromorfna na S a v s v* C S je uzavretd po Castiach hladka krivka taka, ze f je holomorfna
a nenulova na v* a pre vietky b € C\ S je Ind,(b) = 0. Nech Z(f) je mnozina korenov a P(f)
je mnoZzina polov funkcie f. Potom je v oboch tychto mnozindch iba koneény pocet prvkov
s nenulovym indexom vzhladom ku krivke ~ a
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kde deg(w) oznacuje rad korena resp. pélu w. (Uloha 11.8 zo skript.)

5. Ak existuje, najdite globalnu analyticka funkciu f s definiénym oborom S taki, ze pre vietky
z € S je [f(z)] alebo jednoprvkova, alebo dvojprvkova mnozina, pri¢om obidva tieto pripady
nastanu pre aspoi jedno z € S. (Uloha 12.2 zo skript.)

6. Ak existuje, najdite globalnu analyticka funkciu f takd, Ze pre vSetky n € N\ {0} existuje
z € C, pre ktoré je [f(z)] presne n-prvkova mnozina. (Uloha 12.3 zo skript.)

7. Zistite, & existuje funkcia f, holomorfna a redlna na R, také, Ze nejaké jej analytické predize-
nie ma aspoi jeden bod vetvenia. Ak ano, najdite takt funkciu. Ak nie, dokaZte. (Uloha 13.2
zo skript.)

8. Dokéazte, Ze bod vetvenia b funkcie f koneéného radu je algebraicky prave vtedy, ked existuje
vlastna alebo nevlastna limita prislusnej vetvy funkcie f v bode b. (Uloha 13.3 zo skript.)



