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Linedrne programovanie

MnozZina premennych: xi,...x,.

Cielova funkcia: cix1 + coxo + ... Cpxp

@ Obmedzenia, nerovnosti: ajjx; + azixo + -+ - + apixn < bj, pre

ie{l,... }
@ Obmedzenia, rovnosti : cijxy + Gojxo + - - - + Cpixp = d;, pre
ie{l,....k}.

V maticovom zapise
max{cTx | Ax <b A Cx =d},

kde A a C st matice, b, d, x s vektory realnych Cisel.
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Linedrne programovanie

Ak chceme vyriesit problém LP, nemusime pracovat s oboma typmi
obmedzeni:

@ Na obmedzenia v tvare rovnosti mozno pouZit substiticiu a
zbavit sa rovnic.

o Nahradenie rovnosti dvoma nerovnostami je zly ndpad.

@ Obmedzenia v tvare nerovnosti mozno nahradit obmedzeniami
v tvare x; > 0.
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Linearne programovanie - zlozitost

@ Existuje slabo polynomialny algoritmus.

@ Pre mnohé triedy LP existuje silno polynomialny algoritmus.
Napriklad

e LP pre maximalny tok.

@ Ako mnohé iné vypocty spoliehajlce sa na pracu s necelymi
Cislami, numericka stabilita moze byt problémom.
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Linedrne programovanie, algoritmy

@ Simplexova metéda:

e Hl'ada optimalne rieSenie prechadzanim po vrcholoch a
hranach polytopu.

e V najhorsom pripade exponencialna zlozitost, v praxi vsak
funguje dobre (na ndhodnych instancidch kubicky pocet
aritmetickych operacii).

o Metdédy vnitornych bodov:

e Prechadzajd vnatrom polytopu.

o Zlozitost - rézna, O(n®) aritmetickych operacii, v niektorych
pripadoch aj lepsia (Casto zavisi od algoritmu na nasobenie
matic).
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Linedrne programovanie, priklady

Maximalny tok v sieti (pre neorientovany graf).
(Poznamka: existujii Specializované algoritmy na tento problém)

@ Premenna x. pre kazda hranu (orientacia ndhodnoa).
@ —Ce < xe < e, pre kazda hranu, c. je kapacita e.

@ Sicet vo vrchole 0.

e Maximalizujeme vytok zo zdroja.

Na problém maximalneho toku existuji silno polynomialne
algoritmy, ktoré nemusia pouzivat floating point aritmetiku. Ak sa
da problém vyriesit akjo problém maximalneho toku, je lepsie pouzit
solver na problém maximalneho toku.
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LP - priklady

Racionalny knapsack s viacerymi obmedzeniami (napr. hmotnost,
objem)
@ Premenné reprezentuji pre kazdy produkt mnoZstvo ktoré
dame do batoha.

@ Obmedzenia zabezpe€uju aby boli splnené viseky obmedzenia
problému.

@ Hladame maximalnu cenu.
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Dualny LP

Problém:
@ Maximizuj cTx subject to Ax < b, x > 0;
Dual:
@ Minimizuj b7y subject to ATy > ¢, y > 0;
Silna veta o dualite: Ak ma primarny problém optimalne reiSenie,
potom aj dudlny problém méa optimalne riesenie a tieto optima sa
rovnaja.
@ Dualny problém k maximalnemu toku: minimalny rez (linearne
relaxovana verzia problému + je to trochu komplikovaniejsie).
e Mimochodom, maximalny tok / minimalny rez mozno riesit
efektivene aj v celych &islach.
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Celociselné linearne programovanie

Linearne programovanie, kde méZzeme navyse pozadovat, Ze
premenné si celoCislelné. Ak si iba niektoré premenné celocislené,
vola sa to mixed integer programming.

e NP-tazky problém.
@ V mnohych pripadoch viak ILP solvre mézu byt dostacujice
pre dani aplikaciu.

Robert Lukotka Requirements



(L[

ILP - priklad

Knapsack
o Kazdy objekt mézeme vlozit do batohu celociselny pocet krat
@ Celkova hmotnost musti byt mensia ako kapacita batoha.

Podobne vieme riesit aj knapsack s viacerymi obmedzeniami (napr.
hmotnost a objem).
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LP solvery - algoritmy

@ V niektorych pripadoch (napr. maximalny tok s celociselnymi
kapacitami, maximalne parovanie) je garantované, ze nejaké
optimalne riesenie LP je celociselné.

@ Branch and bound.

Robert Lukotka Requirements



(L[

Branch and bound

Pristup k rieSeniu vypoctovo tazkych optimalizacnych problémov. V
podstate ide o backtracking s prehladavanim do hlbky. Obsahuje:
@ Heuristiku - zabezpedi, Ze sa rychlo dostaneme k “dobrym”
rieSeniam.
@ Dolny odhad (v pripad minimalizacia) pre najlepsie mozné
rieSenie v danej vetve.

Ak heuristika najde rychlo dobré riesenie, vetvu mézeme zahodit ak

sme uz nasli
@ Pri ILP - odhad - linedrna relaxacia problému.

Branch and bound pristup ale mézeme pouzit aj mimo ILP.
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Branch and bound - priklad TSP

Problém obchodného cestujaceho (nejdeme riesit ILP).

@ Na vstupe mame graf, ktorého hrany si ohodnotené kladnymi
celymi Cislami - tieto hodnoty budeme povazovat za dlzku
hrany.

o Ciel je najst uzavrety sled minimalnej celkovej dizky.
Heuristika méze napriklad rozsirovat tah o najkratSie spojnice s
nejakym vrcholom.
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Branch and bound - priklad TSP

Odhad - pouzijeme LP relaxaciu TSP. Graf doplnime na kompletny
(vzdialenosti jednoducho vypocitame). Zaujimaji nas iba
Hamiltonovské kruznice.

@ Premenna pre kazdiu hranu.

@ Sicet okolo kazdého vrchola je presne dva.
@ Sicet na kazdom reze je aspon dva.

@ Hodnoty premennych si medzi 0 a 1.

Ak by hodnoty premennych boli celé isla, optimalizujeme cez
hamiltonovské kruznice.

@ LP ma exponenciélne vela obmedzeni, problém je viak
riesitelny v P ((delayed column generation)).

@ Riesenie je dolnym odhadom na dlzku TSP.
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Branch and bound - priklad TSP

@ Backtrackom rozsirujeme optimalnu cestu (priCom medzi
viacerymi moznostami ako pokracovat si vyberame podla
heuristiky).

o Ak vyberieme vhodni heuristiku, najdeme pomerne rychlo
“dost” dobré riesenie.

@ Pri kazdom nasledujicom vetveni vypoc&itame dolny odhad na
dlzku TSP.

@ Ak tento dolny odhad je horsi ako najlepsi najdeny sled,
nemusime dand vetvu prehladavat.
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Ako formulovat problémy.

Podmienka x € [a,b]U [c,d],a< b < c <d.
e Nova premenna x’ € {0,1}.
e a<x<d,:).
e x < b+ x'(d — b). Podmienka je relevantna prave ked x’ = 0.
@ x > c+ (1 —x")(a— c). Podmienka je relevantna prave ked
x' =1.
Ak niektoré z a, b, ¢, d si premenné, nahradime (a — ¢) a (d — b)
vhodnymi konstantami.
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Celociselné linearne programovanie - priklady

e Knapsack
@ Dominujica mnozina
Vrcholové farbenie

@ Pridame binarnu prement aj; (celociselna, 0 < x < 1), ktora

@ aj =1—aj, xi—x; > 1—2na; (n je pocet vrcholov,
nerovnost je v pripade a;; = 1 irelevantna).
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Celociselné linearne programovanie - priklady

Uz sme videli priklad na TSP (ten ale bol exponencialny).
Uvazujme kompletny graf.

e Premenna - x;; sled pokracuje z i do j.

@ Do kazdého vrcholu vchadzame, z kazdého vychadzame prave
raz.

@ Premenné pocitajace kolko vrcholov sme uz navstivili,
t; < ti+ 1+ n(1 —x;) (ak j = 0, pouzijeme t'(0) miesto t(0)).
° tp=0, ty=n.
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Rozsirenia linearneho programovania:

semidefinitnd maticu

@ Kvadratické programovanie, ak kvadratické €leny tvoria kladne
@ Semidefinitné programovanie.
° ...
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@ Hamiltonovskost.

o Constraint satisfaction problem.
° .
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o Wikipedia - Linear programming

o Wikipedia- Branch and bound
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https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/Branch_and_bound
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