Semestralna pisomka z UKTG
8. 4. 2022

Uloha 1. (6 bodov) N4jdite najmensie prirodzené &fslo n také, Ze nech si akokolvek zvolime n celych éisel, bude
medzi nimi existovat dvojica, ktorej si¢et alebo rozdiel je delitelny ¢islom 35. Vase tvrdenie dokdzte.

Riesenie. Ukdzeme, Ze hladanym najmensim n je Ak vyberieme 18 éfsel 0, 1,...,17, tak ich stcet je v rozmedzi
od 0+ 1=1do 16 + 17 = 33, teda nie je delitelny 35. Absolitna hodnota ich rozdielu je nenulové (neméme

7 w7

dve rovnaké &fsla) a najviac 17 — 0 = 17. Preto vyhovujice n musi byt aspoii 19.

Teraz ukdZeme, Ze spomedzi lubovolnych 19 &fsel mozno vybraf dve s rozdielom alebo st¢tom delitelnym 35.
Rozdelme si vietky celé ¢isla na 18 mnozin:

e My obsahuje ¢isla davajice po deleni 35 zvysok 0.

e M; prei € {1,2,...,17} obsahuje ¢&isla, ktoré ddvaji po deleni 35 zvySok i alebo 35 — 1.

KedZe mnozin mame len 18, ale vyberanych &fsel mame viac, tak z Dirichletovho principu existuji dve &isla z
rovnakej skupiny. Ak maji rovnaky zvysok, tak ich rozdiel je delitelny 35. Ak majui rozne zvysky, tak musi ist
o zvysky 7 a 35 — 1, a teda ich suéet je delitelny 35. Tym je rieSenie dokoncené. O

Uloha 2. (1,5 + 2,56 + 4 + 4 = 12 bodov) Predmetu Uvod do kombinatoriky a tedrie grafov sa ziucastiiuje
34 (rozlisitelnych) studentov. Pocas semestra moze kazdy z nich ziskat celociselny pocet bodov od 0 az po 50
bodov. Uréte, kolko je moznosti, ako mozu studenti dostat body tak

a) aby vSetci Studenti dostali navzajom rozne pocty bodov;

b) aby aspon jeden Student ziskal plny pocet bodov;

c¢) aby ked si zoradime §tudentov podla abecedy, dostaneme neklesajticu postupnost bodov;

)
)
)
d) aby polovica studentov mala rovnaky pocet bodov a zvy$nd polovica tiez rovnaky pocet bodov, ale iny
ako v prvej polovici.

Vase tvrdenia neformalne zdovodnite. Pre ziskanie plného poétu bodov treba vysledok uviest v uzavretom tvare,
teda bez sim, troch bodiek a podobne. Vyéislovat vysledky nemusite.

Riesenie. a) Ide priamo o varidcie bez opakovania, ktorych je 5134 (pozor mame spolu s nulou az 51 moznych
bodovych ziskov).

b) Vsetkych moznosti, ako mozu studenti dostat body je 5134, Moznosti, kedy nikto neziska plny pocet bodov
je 5034, Preto moznosti, kedy aspoii jeden student ziska plny pocet je 5134 — 5034,

¢) Spomedzi 51 moznych bodovych ziskov vyberieme 34 hodnét tak, ze ndm nezdlezi na poradi a hodnoty
sa mozu opakovat, teda ide o kombindcie bez opakovania. Tieto vybrané hodnoty mozno jedinym spdsobom

usporiadat do neklesajicej postupnosti a tak priradit §tudentom. Preto hladany poéet moznosti je (34;150).

d) Vyberieme dvojicu {x, y} bodov, ktoré sa budi medzi studentami vyskytovat. To vieme spravit (521) moznostami.
Dvojicu si ozna¢me tak, nech x < y. Teraz vyberieme polovicu Studentov, teda 17, ktori dostant x bodov — (‘??)

Tym je jednozna¢ne urcena polovica studentov, ktori dostant y bodov. Celkovo tak mame (521) (i";) moznosti. [J

Uloha 3. (6 bodov) Dokdzte, Ze pre kazdé nezdporné celé &isla a, b, ¢ plati

() (6= =Gt ) ()



Riesenie. RieSenie cez algebraické tpravy.

() (620 = (i) (3)

al (a —Db)! n al (a—c)! B al (b+c)!
blla=d)! (c—=Dla=b—c+1)! cla=c)!(b=—Dla—c=b+1)! (b+c—1Dla—b—c+1)! bl

al n al _ al (b+c¢) |a7'

blc—Dla—=b—c+1)!  db-—Da—c—b+1)! (a—=b—c+1)! blc! ble!

c b b+c
(a—b—c+1)!+(a—c—b+1)!:(a—b—c—i-l)! [a=b=cH 1)t
c+b=c+b
0=0

RieSenie cez poéitanie dvomi spésobmi. Budeme poéitat, kolko existuje a-znakovych slov, zloZenych z
pismen A, B, C, ktoré obsahuju prave b pismen B, prave ¢ pismen C' a na prvom mieste nemaji A.

Vieme, ze A sa nevyskytuje na b+ ¢ pozicidch, z toho jedna z nich je isto prva. Preto uréime b+ ¢ — 1 zvysnych
pozicii, kde nebude A, ¢o vieme spravit (b +‘i_1) sposobmi. Nésledne z b + ¢ miest, kde nie si A, vyberieme b,
na ktorych bude B — (berC). Na zvysnych tak ostane C'. Dostavame tak

a b+c <o
b+e—1)\ b v

Teraz vypoéitame pocet uvazovanych slov tak, Ze si ich rozdelime podla prvého pismena. Ak mame na zadiatku
a

C, tak potrebujeme zo vietkych a miest vybrat b, na ktorych budi B (( b) sposobov). Potom zo zvysnych a — b
a—b

miest vyberieme ¢ — 1 pre C' (jedno C je uz na zaciatku slova), na ¢o mame (C_l

). V pripade, ze na zaciatku
je B, tak analogicky mame (£) moznost{ pre vyber miest pre C a nédsledne (;f) moznosti pre vyber miest pre
zvy$nych b — 1 pismen b. Spolu tak mame

(VD)= () (or)  mommons

Hladany pocet slov sme vyjadrili dvomi spésobmi, preto sa tieto poéty moznosti rovnaji, é¢im sme dokdzali
identitu zo zadania. O
Uloha 4. (6 bodov) V zévislosti od nezaporného celého ¢isla n vypocitajte sumu

> 2=}

k=1



Riesenie.
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