Cvicenie 2B: Doékazy 11

Uloha 1. Dok4ite, ze nasledovné tvrdenia si tautologie

— a) [(a=b)A(cVd)A((maNc)=e)]=[-b= (eVd)],

— b) [(ma=Db)V (cAd)V (e \N—cA=a)]=[(-bA-c)=al,
— c) [(ra=b)V(cAd)V(eAN-cAha)]=[(-bA-c)=al,
d) (anb)= (cV(d=(eV(aNnd))))

e) [(a=b)A(=bVe)] = [((c=d) Aa) = d]

)
)
)
)
£) (an=D)VI((meVd)A(aV—e)A(fV-g)) = (dV—e)

g) (an=bAc)V (=b= (dN—-e))V(-cAdNe)V (d= (-aAc))
h) (a=—c)V(-b= (-d=e€))V((fAc)= (aN—d)).

Uloha 2. Pre kazdy z uvedenych vyrokov néjdite taky priklad mnoziny M a vyrokovych foriem a(t), b(t) a
¢(t) definovanych na mnozine M, aby po ich dosadeni do vyroku sme dostali pravdivy / nepravdivy vyrok

— a) [Fr € M:a(zx)ANJy € M:b(y)] = Vze M: (a(z) = b(2))
b) Ve € M: [a(x) = Jy € M: b(y)] = Vo € M: (a(z) = b(x))

d) VeeM:3ye M: (a(z)=bly) NIz e M:Vye M: (b(z) = c(y))] = Ve € M: (a(z) = c(x))

)
)
¢) Mo e M:a(z)=Jye M:bly)] = Ve e M: Iy e M: (alz) = b(y))
)
— o) Vze M: (a(z) = -b(z)) = Vo € M: (a(z) = b(z)) VVz € M: (b(z) = a(x))]

Uloha 3. Zistite, ¢i nasledovné vyroky su tautolégie. V pripade, Ze nejde o tautolégiu, mozno dostaf
tautolégiu nahradenim < za < alebo =7

a) Va: a(x) = Jz: a(x)

N

— TUloha 4. Rozhodnite o platnosti nasledovnych vyrokov:
a) Jc € R: Vn € N: 47n® + 42n3 + 17n% — 9 < cn®
b) JceR:VneN:n? +47<en

c) IK cR:Vz € R: (x> K = 27 — 502% — 472 — 4223 — 1722 + 18z — 9 > 0)



Ako dokazovat kvantifikované tautolégie

Tlustrujeme si to na modifikacii ilohy ), kde dokazeme, ze
(Va)(a(z) = b(x)) = ((Vr)a(z) = (V2)b(x))

je tautologia.

Priamy dokaz

1. Nech plati (Vx)(a(x) = b(z)).
Dokazeme, ze plati (Vz)a(z) = (Vz)b(z):
2. Nech plati (Vz)a(z).
Dokézeme, ze plati (Vz)b(x):
Pre kazdé z plati:

3. a(x) (lebo 2.)

4. a(z) = b(x) (lebo 1.)

5. b(z) (lebo 3. a 4.)
Teda plati (Vx)b(z).
Teda plati (Vz)a(z) = (Vz)b(z)
Teda plati (Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vz)a(x) = (Vz)b(x))
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Komentdar. Dokazovand tautolégia ma formu implikacie. T dokazujeme priamo tak, ze predpokladame
pravdivost lavej strany a ukdZeme, Ze plati aj prava strana. KedZe na pravej strane je opit implikécia,
tak tento postup zopakujeme. Doékazy tychto dvoch implikacii si v ¢ervenych rdaméekoch. Dostaneme sa k
dokazovaniu vyroku v tvare vSeobecného kvantifikatora (modry raméek). Ten dokazujeme tak, ze napiSseme
dokaz kvantifikovanej vyrokovej formy vseobecne za pomoci premennej (zleny rdamdéek). Vsimnite si, ze
vnutri zeleného rdméeka neméme Ziadne kvantifikdtory. Do vaSich rieSeni nemusite pisat tento komentdr.
Tiez mozete vypustit aj zdvery , Teda plati...*

Dokaz sporom

Pre spor predpokladajme, ze (pre nejaké univerzum a nejaké vyrokové formy a(z), b(x) na nom
definované) plati negéacia, teda:

- [(Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vo)a(z) = (Vz)b(z))]
)a(z) = b
3. (Vz)(a(z) = b
)a(z) A=

5. a(c) A —b(c) pre nejaky prvok c (lebo 4.) (tu sme zaviedli do nasho dékazu novi premenni c,
ktorou sme oznacili prvok univerza, ktorého existenciu zarucuje vyrok 4.)

[

2. (Vz)(a () A =[(Vx)a(z) = (Vx)b(x)] (negicia 1.)
(z)) (lebo 2.)

4. (Fz)(a b(x)) (lebo 2. + negécia)

6. a(c) = b(c) (lebo 2. plati pre vsetky prvky univerza, teda aj pre nase c)

7. =(a(c) = b(c)) (negacia 5.) — SPOR s tvrdenim 6.

- w

Casti pisané sedou slizia pre lepsie objasnenie, do rieSenia takto podrobne netreba pisat.

Celé tvrdenie z dlohy ) nie je tautoldgia. To vieme dokdzat dosadenim, kedy ndm vyjde nepravda:



RieSenie

Na doméne {1, 2} definujme a(z) < = =1, b(z) < x = 2. Po dosadeni dostdvame vyrok

Vze{l,2)(z=1=z=2)< (Vze{1,2})(z=1) = (Vz € {1,2})(z = 2),

0, lebo neplati pre xz=1 0, lebo neplati pre x = 2 0, lebo neplati pre z=1

ktorého pravdivostna hodnota je 0.

J

Ako vieme na takéto dosadenie prisf? Vyrokové formy si vieme predstavit ako tabulky, kde pre kazdy prvok
univerza mame napisané pravdivostni hodnotu, teda tabulku s hlavickou

x ‘ a(x) ‘ b(x)

Pod'me teda ndjst také vyrokové formy, pre ktoré nebude platit (Vz)(a(z) = b(z)) = ((Vz)a(z) = (Vz)b(z)).
Ked'ze ide o ekvivalenciu. Mdme dve moZnosti: 1 < 0 alebo 0 < 1. Pri prvej moznosti sa nam darif nebude
(mozno aj dojdeme k sporu a dokdzeme, ze ide o tautolégiu, ako vyssie). Preto skisime druhti moznost:

(vVz)(a(z) = b(x)) = ((Vr)a(z) = (V2)b(z))

0 1
Z toho, ze (Vx)(a(x) = b(z)) neplati mame, ze plati (3z)(a(z) A —b(z)), teda existuje x| a(x) | b(x)
riadok tabulky, v ktorom mame 1 a 0. 1 0
- L . . . o x| a(z) | b(x)
Kedze b(x) je uz niekedy 0, tak vyrok (Vz)b(z) neplati. Avsak ma platit (Vz)a(z) = 1 0
(Vz)b(z), preto (Vz)a(x) tiez neplati. Teda v niektorom riadku musi mat a(x) nulu. 0

Presli sme uz vsetko. Tak nam uZ ostdva len dokonéit tabulku — volné miesto v b(x) vyplnime Iubovolne
a nejako si pomenujeme prvky x univerza, napr. 42 a 47. Dostdvame teda vyrokové formy definované na
{42,47} ako:

T ‘ a(x) ‘ b(x)
42 1 0
a7 0 | 0

Pre tie uz lahko overime, Ze ndm vyjde nepravdivy vyrok.

Niekolko rad ako dokazovat vyroky podla ich typu

Tu je prehlad zékladnych struktir dokazu podla typu vyroku, ktory mame dokazovat. Defaultne tak dosta-
neme priamy dokaz, ale ni¢ ndm nebranf pred dokazovanim si dokazované tvrdenie upravit na iné (nepriamym
dokazom ¢i matematickou indukciou).

A A B: Dokézeme A a potom dokdzeme B.

AV B: Rozdelime dokaz na dva pripady (napr. ak je nejaké ¢islo parne alebo nepédrne). Z jedného
dokézeme A a z druhého dokazeme B.

A = B: Predpokladdme, ze A plati a dokdzeme B.

A & B: Dokdzeme A = B a B = A.



¢ V niektorych pripadoch je mozné néjst postupnost ekvivalentnych iprav od vyroku A k B.
Tu vsak treba byt obozretny, ¢i naozaj vsetky si ekvivalentné. Pre lepsiu kontrolu odportic¢ame
skontrolovat, ¢i st vSetky tivahy sprdvne jednym aj druhym smerom.

Va: a(x): Dokédzeme a(x) za pouzitia premennej x.

Jx: a(z): Ukdzeme platnost a(x) pre jednu konkrétnu volbu premennej z (napr. dokézeme a(47)). Pri
volbe x mozeme pouzitf aj premenné, ale iba ak uz v nasom dokaze nejaké mdme definované (a nesmu
byt ,zakryté“ kvantifikdtorom).

A tu je prehlad zékladnych logickych krokov, ktoré vieme pocas dokazovania robit. Opif pre kazdy z
najéastejsich typov vyrokov uviddzame, ¢o z neho mozno odvodit.

A A B: Vieme odvodit platnost A, rovnako aj platnost B.

AV B: Vieme rozdelif dokaz na dve ¢asti, v jednej predpokladdme platnost A a v druhej platnost B
(vhodné pri dokazovani vyrokov so spojkou alebo).

A = B: Ak mame uz dokdzané A, vieme odvodit platnost B
A & B: Rovnako ako pri A = B, prip. B = A.

Va: a(z): Vieme za z dosadif hodnotu a odvodit pre fiu platnost vyroku (napr. a(47), ak sme v celych
¢islach).

Jx: a(z): Zavedieme novi premenni, napr. ¢, a odvodime platnost a(c).



