Cvicenie 3A: Matematicka indukcia

Uloha 1. V rade méme umiestnené v nejakom poradi &sla 1,2, . . ., 20. V jednom tahu vieme vymenit pozicie
dvoch Tubovolnych &fsel. Dokdzte, Ze pomocou nanajvys 19 fahov vieme éfsla zoradif od najmensieho po
najvicsie bez ohladu na ich pociatoéné poradie.

Uloha 2. Dokéazte, ze pre vSetky kladné celé ¢isla n plati
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Uloha 3. Dokézte, ze pre kazdé celé &islo n > 2 plati rovnost

2:2243.2244.- 2 +... 402" =(n—1)-2""

Dalsie tlohy na dokazovanie si¢tov najdete v http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/udds/zbierka.
pdf, str. 10.

Uloha 4. Dokéite, ze pre lubovolné prirodzené &islo ¢ je &fslo 8 + 6 delitelné siedmimi.

Uloha 5. Nech Fy = 0 a F}; = 1. Pre k > 2 polozme Fj, = Fy_1 + Fy_o (tzv. Fibonacciho postupnost).
Dokézte, ze pre lubovolné prirodené éislo k plati

Fi+F+- -+ Fp=Fppo— 1.

Uloha 6. N4&jdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré plati

a) 2" >n — 2 d) 2n < 3", g) 3" < nl,
b) n? <2, e) 3"+ 4" > 5"
c) nl > 2", f) 2" > 20n, h) (2n)! < 227 . (n!)2.

Uloha 7. Dokéite, ze pre kazdé celé &islo n > 2 plati
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Uloha 8. Dokéite, ze pre vsetky celé ¢isla n > 1 plati
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Uloha 9. Dokézte, Ze n priamok v rovine mé najviac n(n — 1)/2 priesecnikov.

-+ < 2y/n.

Uloha 10. Na stole mame v rade n minci zlava doprava, ktoré mozu byt Iubovolne otocené (bud licom
nadol, alebo nahor). V jednom tahu mézeme zobrat niekolko prvych minci zlava a kazdt z nich otoéit.
Dokézte, ze mdZeme nase tahy volif tak, aby sme po nejakom éase mali vietky mince otocené licom nahor.

Uloha 11. Mame rad n policok, ktoré su striedavo biele a ¢ierne. Do tychto policok vpiSeme v nejakom
poradi éfsla 1,2,...,n, kazdé prave raz. V jednom kroku mozeme zvolif policka roznej farby a vymenit na
nich éfsla. Dokézte, Ze bez ohladu na to, v akom poradi ¢isla vpiseme do policok, ndm stacéi spravit 2n — 2
krokov na to, aby sme ¢isla usporiadali vzostupne.

Uloha 12. Mdme Stvoréekovi sief rozmerov 27 x 27 Stvoréekov pre celé ¢islo n > 1. Jedno zo Styroch
poli¢ok v strednom $tvorci 2 x 2 je zafarbené na ¢ierno. Dokézte, ze kazdu takito Stvoréekovi siet vieme
vydlazdit dlazdicami v tvare triomina L (ako na obrazku) tak, ze sa dlazdice nebudi prekryvat a kazdé
policko s vynimkou ¢ierneho bude zakryté dlazdicou. Dlazdice vieme aj otdcat. [Riesenie]
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Uloha 13. Hanojské veze je hlavolam, ktory sa skladd z troch ty¢i (vezi) a n diskov (s dierou uprostred)
roznych velkosti. Na zaciatku st vsetky disky ulozené na jednej vezi. V jednom fahu moézeme presuntt
najvrchnejsi disk z jednej veZe a polozit ho na vrch druhej veze. Po cely ¢as musime dodrzat pravidlo, ze

.....

druht tyé. Dokézte, Ze tento hlavolam moZno vyriesit pomocou 2" — 1 tahov.
Uloha 14. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:

a) 3| nd—n,

b) 5| n® —n,

c) 31|57 46271

d) 133 | 117+ 4 12201,

Uloha 15. V rovine je rozmiestnenych n kruznic, z ktorych kazda pretina vSetky ostatné. Dokazte, Ze
oblasti roviny, ktoré tieto kruznice vyélenujii, mozno ofarbif dvoma farbami tak, aby Ziadne dve susedné
oblasti nemali rovnaku farbu. Oblasti, ktoré maju spolo¢né len niektoré body, nepovazujeme za susedné.

Uloha 16. Zistite na kolko najviac casti moze n kruznic delif rovinu. Svoju odpoved zdévodnite.

Uloha 17. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré si zhora nadol oc¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (koneéne vela) trpaslikov. Kazdy defi, v rovnakom ¢ase, z kazdého poschodia, na ktorom
sa nachddzaji aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov
mal v ten den na svojom poschodi. Dokazte, Ze po urcitom (koneénom) pocte dni bude na kazdom poschodi
najviac jeden trpaslik.

Uloha 18. Dokdzte, ze policka tabulky 2" x 2" mozno zafarbif bielou a ¢iernou farbou tak, ze ked si
zoberieme Tubovolné dva riadky, tak sa budd na polovici miest zhodovat a na zvysnej polovici miest 1isit.

Uloha 19. Nech A C N je lubovolns koneénd mnozina prirodzenych ¢isel, pre ktort plati |A| = n. Oznacéme
S(A)={z+y|lzec Al ye A}
Dokézte, ze |S(A)| > 2n — 1.

Uloha 20. (¥) Nech A, B C N st ubovolné koneéné mnoziny prirodzenych éisel také, ze |A| = m > 1
a |B| =n > 1. Oznatme
A+B={a+blacA; be B}.

Dokazte, ze potom
|JA+B|>m+n—1

a ukazte, ze tento dolny odhad je tesnyﬂ pre vSetky m,n > 1.
Uloha 21. (*) Dokézte, ze pre lubovolnych n redlnych &isel ay, ag, ..., an, z ktorych je kazdé aspon 1 plati
ai+ay+---+a, <n—14aas...a,.
Uloha 22. (*) Dokézte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych &sel @1, 2o, ..., 2y, so siéinom 1 plati
1 +x20+...+xH > n.

Uloha 23. (*) Pod rozlomenim obdiznikovej tabulky ¢okolddy rozumieme jej rozdelenie (pozdii priamky,
ktord prechddza hranami medzi §tvoréekmi) na dve obdlznikové tabulky, ktoré dohromady obsahuji rovnaky
pocet stvoréekov ako povodnd tabulka. Dokazte, ze kazdd obdlznikovi tabulku éokolddy rozmerov m x n
stvoréekov (m,n € Nt mozno rozdelit na jednotlivé stvorceky pomocou mn — 1 rozlomeni.

'K Tubovolnej dvojici prirodzenych éisel m,n > 1 teda existuji koneéné mnoziny A, B C N také, ze |A| = m, |B| = n a
|A+Bl=n+m—1.



Uloha 24. (*) Turnaja sa zicastnilo n timov. Kazd4 (neusporiadand) dvojica timov odohrala prave jeden
zédpas. Kazdy zdpas sa skonéil vyhrou niektorého timu. Dokédze, Ze timy mozno zoradif do postupnosti
t1, ta, ..., t, tak, Ze tim ¢; vyhral nad timom ¢5, tim o nad t3 a tak d'alej az tim t,,_; vyhral nad timom
t,.

Uloha 25. (*) Nech z je reédlne ¢islo a x + % je celé ¢islo. Dokazte, ze potom aj x™ + ™" je celé ¢&islo pre
vSetky prirodzené cisla n.

Uloha 26. (*) Dokézte, ze pre lubovolné prirodzené &isla a, b existuju celé ¢isla k, | také, ze
NSD(a,b) = ka + [b.

Ndpoveda. Mozete vyuzit (bez dokazu), ze NSD(a, b) = NSD(b,a — b).



