
Cvičenie 3B: Množiny

Úloha 1.→ Dokážte identity:

a) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

b) (A− C)− (B − C) = A− (B ∪ C)

Úloha 2. Dokážte, že pre l’ubovol’né množiny A, B, C platia identity:

a)→ (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C),

b) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C),

c)→ (A−B)× C = (A× C)− (B × C).

Úloha 3.→ Dokážte, že pre l’ubovol’né množiny A, B, C plat́ı (A ⊆ B ∧B ⊆ C) ⇒ A ⊆ C.

Úloha 4.→ Rozhodnite, či pre l’ubovol’né množiny A, B, C plat́ı:

a) A ⊆ B ∩ C ⇔ (A ⊆ B ∧A ⊆ C)

b) A ⊆ B ∪ C ⇔ (A ⊆ B ∨A ⊆ C)

Pre množinu M definujeme potenčnú množinu množiny M ako množinu všetkých podmnož́ın množiny M .
Označujeme ju ako P(M). Teda

P(M) = {X; X ⊆ M}.

Pri dôkazoch teda budeme využ́ıvat’, že X ∈ P(M) ⇔ X ⊆ M .

Úloha 5.→ Zistite, ako vyzerá

a) P({1, 2})

b) P({∅, {∅}})

Úloha 6.→ Zistite, v akom vzt’ahu (rovnost’ / inklúzia / žiaden) sú množiny:

a) P(A) ∩ P(B) a P(A ∩B)

b) P(A) ∪ P(B) a P(A ∪B)

Úloha 7. Dokážte, že A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An sa dá pre n ≥ 2 vyjadrit’ ako:

a) A1 ∪ (A2 −A1) ∪ (A3 − (A1 ∪A2)) ∪ · · · ∪ (An − (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An−1))

b) (A1 −A2) ∪ · · · ∪ (An−1 −An) ∪ (An −A1) ∪ (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An)

Úloha 8. Nech A, B, C sú množiny.

a) Dokážte, že ak A ⊆ B, tak A× C ⊆ B × C.

b) Ako sa zmeneńı výsledok z a), ak namiesto ⊆ ṕı̌seme ⊊?

c) Plat́ı aj opačná implikácia?

Úloha 9. Dokážte, že množiny A a B sú disjunktné práve vtedy, ked’ (A×B) ∩ (B ×A) = ∅.

Úloha 10. Dokážte, že nasledovné tri podmienky sú ekvivalentné:

(i) A ⊆ B,

(ii) A ∪B = B,

(iii) A÷B = B −A.



K nasledovným úlohám nájdete na konci dokumentu úplné riešenia.

Úloha 11. Zistite, či pre l’ubovol’né množiny A, B plat́ı:

a) P(A−B)− {∅} ⊆ P(A)− P(B),

b) P(A)− P(B) ⊆ P(A−B)− {∅}.

Vaše tvrdenia dokážte.

Úloha 12. Zistite, či pre l’ubovol’né množiny A, B, C plat́ı:

a) P(A) ∪ (P(B) ∩ P(C)) ⊆ P(A ∪B) ∩ P(A ∪ C)

b) P(A) ∪ (P(B) ∩ P(C)) ⊇ P(A ∪B) ∩ P(A ∪ C)

Vaše tvrdenia dokážte. Pre źıskanie plného počtu bodov nesmiete bez dôkazu využit’ tvrdenia o množinách,
všetky využité tvrdenia dokážte z defińıcie.

Úloha 13. Zistite, či pre l’ubovol’né množiny A, B, C plat́ı:

a) P(A ∩B)− P(A ∩ C) ⊆ P(A)− P(C),

b) P(A)− P(C) ⊆ P(A ∩B)− P(A ∩ C).

Vaše tvrdenia dokážte.

Úloha 14. Nech A je podmnožina prirodzených č́ısel. Supermnožinou množiny A nazveme množinu všetkých
nadmnož́ın množiny A v univerze prirodzených č́ısel. Budeme ju označovat’ S(A). Teda

S(A) = {X ∈ P(N) | A ⊆ X}.

Zistite, či pre l’ubovol’né množiny A, B plat́ı:

a) S(A ∩B) ⊆ S(A) ∩ S(B),

b) S(A ∩B) ⊇ S(A) ∩ S(B).

Vaše tvrdenia dokážte. Pre źıskanie plného počtu bodov nesmiete bez dôkazu využit’ tvrdenia o množinách,
všetky využité tvrdenie dôkážte z defińıcie.



Riešenie úlohy 6a)

Riešenie

Ukážeme, že P(A) ∩ P(B) = P(A ∩B).
Dôkaz P(A) ∩ P(B) ⊆ P(A ∩B): Pre všetky X plat́ı:

1. Nech X ∈ P(A) ∩ P(B)

2. X ∈ P(A) ∧X ∈ P(B) (defińıcia prieniku)

3. X ⊆ A ∧X ⊆ B (defińıcia potenčnej množiny)

4. X ⊆ A ∩ B, lebo každý prvok množiny X sa nachádza v A (vd’aka X ⊆ A) aj v B (vd’aka
X ⊆ B), teda sa nachádza aj v A ∩B.

5. X ∈ P(A ∩B) (defińıcia potenčnej množiny).
Tým sme ukázali, že plat́ı (∀X)(X ∈ P(A) ∩ P(B)) ⇒ (X ∈ P(A ∩B)).
Dôkaz P(A) ∩ P(B) ⊇ P(A ∩B): Pre všetky X plat́ı:

1. Nech X ∈ P(A ∩B)

2. X ⊆ A ∩B (defińıcia potenčnej množiny)

3. X ⊆ A (lebo X ⊆ A ∩B ⊆ A)

4. X ⊆ B (lebo X ⊆ A ∩B ⊆ B)

5. X ⊆ A ∧X ⊆ B (lebo 3. a 4.)

6. X ∈ P(A) ∧X ∈ P(B) (defińıcia potenčnej množiny)

7. X ∈ P(A) ∩ P(B) (defińıcia prieniku)
Tým sme ukázali, že plat́ı (∀X)(X ∈ P(A) ∩ P(B)) ⇐ (X ∈ P(A ∩B)).

Zdôvodnenie šedou sú zrejmé (ide len o použitie defińıcie), môžete ich vynechat’. Dôkaz 4. kroku 1. inklúzie
možno spravit’ viac formálne aj takto:

i. Nech y ∈ X

ii. y ∈ A (lebo X ⊆ A)

iii. y ∈ B (lebo X ⊆ B)

iv. y ∈ A ∩B (lebo ii. a iii.)

Podobne možno formálne dokázat’ aj 3. krok (a analogicky aj 4. krok) z 2. inklúzie:

i. Nech y ∈ X

ii. y ∈ A ∩B (lebo X ⊆ A ∩B)

iii. y ∈ A (defińıcia prieniku)
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a) Ukážeme, že tvrdenie a) plat́ı. Nech X je l’ubovol’ný prvok z množiny P(A − B) − {∅}, ukážeme, že
X ∈ P(A)− P(B):

1. X ∈ P(A−B)− {∅} (predpoklad)

2. X ∈ P(A−B) ∧X /∈ {∅} (defińıcia rozdielu)



3. X ̸= ∅ (z 2.)

4. X ⊆ A−B (z 2. + defińıcia P)

5. Ak si zoberieme l’ubovol’ný prvok y ∈ X, tak podl’a 4. y ∈ A−B, teda y ∈ A. Preto X ⊆ A.

6. Ked’že X ̸= ∅, tak X obsahuje nejaký prvok z. Pre tento prvok podl’a 4. plat́ı z ∈ A−B, teda z /∈ B.
Ked’že (∃z)(z ∈ X ∧ z /∈ B), tak X ⊈ B.

7. X ⊆ A ∧X ⊈ B (z 5. a 6.)

8. X ∈ P(A) ∧X /∈ P(B) (defińıcia P)

9. X ∈ P(A)− P(B) (defińıcia rozdielu)

Tým sme ukázali, že (∀X)(X ∈ P(A−B)− {∅} ⇔ X ∈ P(A)− P(B)), teda a) plat́ı.

b) Ukážeme, že b) vo všeobecnosti neplat́ı. Nech A = {1, 2} a B = {1}, potom

P(A)− P(B) = {{2}, {1, 2}} ⊈ {{2}} = P(A−B)− {∅}.
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Čast’ a) Pri dôkaze využijeme nasledovné tvrdenie: Pre l’ubovol’né množiny X, Y , Z plat́ı:

X ⊆ Y ⇒ X ⊆ Y ∪ Z. (1)

Dôkaz. Nech plat́ı X ⊆ Y . Dokážeme, že potom plat́ı X ⊆ Y ∪ Z. Pre l’ubovol’né a plat́ı

a ∈ X
X⊆Y⇒ a ∈ Y ⇒ (a ∈ Y ∨ a ∈ Z) ⇒ a ∈ Y ∪ Z.

Teda plat́ı (∀a)(a ∈ X ⇒ a ∈ Y ∪ Z), preto plat́ı X ⊆ Y ∪ Z.

Dokážeme, že tvrdenie a) plat́ı. Uvažujme prvok X, ktorý patŕı do pravej strany rovnice, teda plat́ı

X ∈ P(A) ∪ (P(B) ∩ P(C)). (2)

Na základe defińıcie zjednotenia potom plat́ı

X ∈ P(A) ∨X ∈ P(B) ∩ P(C) (3)

a podl’a defińıcie prieniku máme

X ∈ P(A) ∨ (X ∈ P(B) ∧X ∈ P(C)). (4)

Teraz využijeme defińıciu potenčnej množiny, č́ım máme

X ⊆ A ∨ (X ⊆ B ∧X ⊆ C). (5)

Dostali sme sa k tomu, že nám plat́ı disjunkcia dvoch tvrdeńı. Preto d’alej rozdeĺıme dôkaz na dve vetvy
podl’a toho, ktoré plat́ı.



Nech plat́ı
X ⊆ A

Na základe (1) potom plat́ı X ⊆ A ∪B a aj X ⊆
A ∪ C, teda máme

X ⊆ A ∪B ∧X ⊆ A ∪ C.

Nech plat́ı
X ⊆ B ∧X ⊆ C

Na základe (1) potom plat́ı

X ⊆ B ∪A ∧X ⊆ C ∪A,

čo vieme preṕısat’ na

X ⊆ A ∪B ∧X ⊆ A ∪ C,

ked’že prienik je komutat́ıvny, čo priamo vyplýva
z komutat́ıvnosti spojky ∧.

Tým pádom dostávame, že plat
X ⊆ A ∪B ∧X ⊆ A ∪ C,

ked’že sme toto tvrdenie dostali v oboch vetvách. Teraz už len využijeme defińıciu potenčnej množiny

X ∈ P(A ∪B) ∧X ∈ P(A ∪ C)

a prieniku a máme
X ∈ P(A ∪B) ∪ P(A ∪ C).

Teda sme dokázali, že

(∀X)(X ∈ P(A) ∪ (P(B) ∩ P(C)). ⇒ X ∈ P(A ∪B) ∪ P(A ∪ C)),

teda plat́ı P(A) ∪ (P(B) ∩ P(C)) ⊆ P(A ∪B) ∪ P(A ∪ C).

Čast’ b) Ukážeme, že tvrdenie neplat́ı. Nech A = {1} a B = C = {2}. Potom

P(A) ∪ (P(B) ∩ P(C)) = {∅, {1}, {2}}

a
P(A ∪B) ∪ P(A ∪ C) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.

Ked’že sa množina {1, 2} nachádza v pravej strane, ale nenachádza sa v l’avej strane, tak P(A) ∪ (P(B) ∩
P(C)) ̸⊇ P(A ∪B) ∪ P(A ∪ C).
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Ukážeme, že a) plat́ı. Pri riešeńı využijeme tvrdenie, že X ⊆ A∩B ⇔ X ⊆ (A∧X ⊆ B). Túto ekvivalenciu
sme ukázali na 4. cvičeniach pri riešeńı úlohu 5a), no nie ja náročné si rozmysliet’, že plat́ı. (Odporúčame,
aby ste si takéto veci rozmysleli, lebo napr. ekvivalencia X ⊆ A ∪ B ⇔ (X ⊆ A ∧ X ⊆ B) už neplat́ı.)
Ukázat’, že jedna množina je podmnožinou druhej, znamená ukázat’, že pre všetky X plat́ı implikácia X ∈
P(A ∩ B) − P(A ∩ C) ⇒ X ∈ P(A) − P(C). Predpokladajme teda, že pre nejaké l’ubovol’né X plat́ı
X ∈ P(A ∩B)− P(A ∩ C) a dokážeme, že potom plat́ı aj X ∈ P(A)− P(C).

1. X ∈ P(A ∩B)− P(A ∩ C) (predpoklad)

2. X ∈ P(A ∩B) ∧X /∈ P(A ∩ C) (defińıcia rozdielu množ́ın)

3. X ⊆ A ∩B ∧ ¬(X ⊆ A ∩ C) (defińıcia potenčnej množiny)

4. X ⊆ A ∧X ⊆ B ∧ ¬(X ⊆ A ∧X ⊆ C) (defińıcia prieniku)

5. X ⊆ A ∧X ⊆ B ∧ (X ̸⊆ A ∨X ̸⊆ C) (negácia konjunkcie)



6. X ⊆ A (z 5.)

7. X ̸⊆ A ∨X ̸⊆ C (z 5.)

8. X ̸⊆ C (z 6. a 7.)

9. X ⊆ A ∧X ̸⊆ C (z 6. a 8.)

10. X ∈ P(A) ∧X /∈ P(C) (defińıcia potenčnej množiny)

11. X ∈ P(A)− P(C) (defińıcia rozdielu)

Ukážeme, že b) neplat́ı. Nech A = {1} a B = C = ∅. Potom

P(A)− P(C) = {∅, {1}} − {∅} = {{1}} ̸⊆ ∅ = {∅} − {∅} = P(∅)− P(∅) = P(A ∩B)− P(A ∩ C).

Poriadne riešenie a) Ukážeme si tiež, ako takéto tvrdenie dokázat’ bez využ́ıvania ekvivalencíı o množinách,
resp. ako si také tvrdenia vieme dokázat’. Nech teda X ∈ P(A ∩B)− P(A ∩ C), potom:

1. X ∈ P(A ∩B)− P(A ∩ C) (predpoklad)

2. X ∈ P(A ∩B) ∧X /∈ P(A ∩ C) (defińıcia rozdielu množ́ın)

3. X ⊆ A ∩B ∧X ̸⊆ A ∩ C (defińıcia potenčnej množiny)

4. X ⊆ A

Dôkaz: Pre každé y plat́ı: y ∈ X
X⊆A∩B⇒ y ∈ A ∩B ⇒ y ∈ A.

5. X ̸⊆ C
Dôkaz: X ̸⊆ A ∩ C ⇒ (∃z)(z ∈ X ∧ z /∈ A ∩ C) ⇒ (∃z)(z ∈ X ∧ (z /∈ A ∨ z /∈ C)). Z toho, že z ∈ X a
X ⊆ A máme, že z ∈ A. Preto zo z /∈ A∨z /∈ C vypláva z /∈ C. Teda existuje také z, že z ∈ X ∧z /∈ C,
preto X ̸⊆ C.

6. X ⊆ A ∧X ̸⊆ C (4. a 5.)

7. X ∈ P(A) ∧X /∈ P(C) (defińıcia potenčnej množiny)

8. X ∈ P(A)− P(C) (defińıcia rozdielu)

Komentár opravovatel’a Pri opravovańı som až tak nedbal na podrobnost’ úprav (aj ked’ za privel’ké
myšlienkové skoky som tiež strhával), ale skôr som hodnotil, nakol’ko z riešenia vidno, že rozumiete tomu,
ako dôkaz takéhoto tvrdenia má vyzerat’. To znamená, že vo vašom riešeńı muśı byt’ dokázaná implikácia
X ∈ P(A ∩ B) − P(A ∩ C) ⇒ X ∈ P(A) − P(C) pre všetky X. To možno zaṕısat’ rôznymi spôsobmi. Ak
dokazujeme priamo, tak by v riešeńı malo byt’ vidno, ako ide ret’az implikácia od platného predpokladu k
dokazovanému výroku. V našom riešeńı je táto ret’az reprezentovaná oč́ıslovanými bodmi, kde každý bod
je dôsledkom bodov nad nimi. Ak to nie je jasné, tak k bodom vieme naṕısat’ aj na základe čoho sme ich
vyvodili. Druhým spôsobom vie byt’ kreslenie š́ıpok a tak naznačit’, čo sme z čoho dostali.

Dôkaz by nemal vyzerat’ tak, že máme po papieri roztrúsené tvrdenia, medzi ktorými nevidno tieto vzt’ahy.
Tiež si treba dávat’ pozor na syntaktické chyby. Napr. nasledovné: P (A ∩ B) ⇔ X ⊆ A ∩ B (množina
nemôže byt’ na l’avej ani pravej strane ekvivalencie), x ∈ (x ∈ A ∨ x ∈ B) (prvok nemôže patrit’ do výroku),
x ∈ A ⊆ (x ∈ A∨x ∈ B) (výrok nemôže byt’ podmnožinou výroku), spojky ∧, ∨, ⇒, ⇔ môžu byt’ iba medzi
výrokmi a nie pri množinách či ich prvkoch a iné.
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a) Tvrdenie neplat́ı. Protipŕıkladom sú napr. množiny A = {1} a B = {2}. Pre množinu {1} máme
{1} ∈ S(A ∩B) = S(∅), lebo ∅ ⊆ {1}. Ale {1} /∈ S(A) ∩ S(B), lebo {1} /∈ S(B) = S({2}), lebo {2} ̸⊆ {1}.



b) Ukážeme, že tvrdenie plat́ı. Ked’že obe strany inklúzie obsahujú len množiny prirodzených č́ısel, tak
nám stač́ı ukázat’, že (∀X ∈ P(N))(X ∈ S(A) ∩ S(B) ⇒ X ∈ S(A ∩B)). Pre každé X ∈ P(N) plat́ı:

1. X ∈ S(A) ∩ S(B)

2. X ∈ S(A) ∧X ∈ S(B)

3. A ⊆ X ∧B ⊆ X

4. A ∩B ⊆ X, lebo každý prvok y množiny A ∩B sa nachádza aj v A a vd’aka A ⊆ X sa y nachádza aj
v X

5. X ∈ S(A ∩B)



Iné riešenie b) Opät’ budeme dokazovat’, že X ∈ S(A) ∩ S(B) ⇒ X ∈ S(A ∩B) plat́ı pre všetky X ⊆ N
a taktiež aj pre všetky A,B ⊆ N. Upravujme tento výrok:

X ∈ S(A) ∩ S(B) ⇒ X ∈ S(A ∩B)

(defińıcia prieniku) ⇕
(X ∈ S(A) ∧X ∈ S(B)) ⇒ X ∈ S(A ∩B)

(defińıcia supermnožiny) ⇕
(A ⊆ X ∧B ⊆ X) ⇒ A ∩B ⊆ X

(defińıcia podmnožiny) ⇕
((∀y)(y ∈ A ⇒ y ∈ X) ∧ (∀y)(y ∈ B ⇒ y ∈ X)) ⇒ (∀y)(y ∈ A ∩B ⇒ y ∈ X)

tautológia ((∀y)a(y) ∧ (∀y)b(y)) ⇔ (∀y)(a(y) ∧ b(y) ⇕
(∀y)((y ∈ A ⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X)) ⇒ (∀y)(y ∈ A ∩B ⇒ y ∈ X)

tautológia (∀y)(a(y) ⇒ b(y)) ⇒ ((∀y)a(y) ⇒ (∀y)b(y)) ⇑
(∀y)[((y ∈ A ⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X)) ⇒ (y ∈ A ∩B ⇒ y ∈ X)]

(defińıcia prieniku) ⇕
(∀y)[((y ∈ A ⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X)) ⇒ ((y ∈ A ∧ y ∈ B) ⇒ y ∈ X)] (*)

Dostali sme sa tak k výrokovej forme

((y ∈ A ⇒ y ∈ X) ∧ (y ∈ B ⇒ y ∈ X)) ⇒ ((y ∈ A ∧ y ∈ B) ⇒ y ∈ X).

Na ňu sa však vieme pozriet’ ako na zložený výrok s elementárnymi výrokmi y ∈ A, y ∈ B a y ∈ X, každý z
nich môže byt’ pravdivý alebo nepravdivý. Tento zložený výrok je tautológia. (Dôkaz z riešenia vynechávame,
mali by ste byt’ schopńı ho doplnit’, tu to ide jednoducho aj tabul’kou.) Teda bez ohl’adu na vol’bu množ́ın
A,B,X ⊆ N je výroková forma (*) pravdivá. Vd’aka implikáciám ⇑ tak plat́ı aj X ∈ S(A) ∩ S(B) ⇒ X ∈
S(A ∩B), čo sme mali dokázat’.

Zopár poznámok k druhému riešeniu. Pri riešeńı tohto typu si muśıme dávat’ pozor na úpravu výrokov
s kvantifikátormi, hlavne na ich rôzne

”
vyńımanie pred zátvorky“. Totiž nie vždy ide o korektnú úpravu.

Môžeme si všimnút’, že predposledná úprava má formu len jednosmernej implikácie. Preto tento postup
nemôžeme použit’ v riešeńı a). Ak aj ukážeme, že (*) v nejakom pŕıpade neplat́ı, nič nám to nepovie. Totiž
z nepravdy stále môže vyplynút’ aj pravda.


