Cvicenie 6A: Pocitanie dvomi spésobmi
Uloha 1. Dokézte, ze pre vietky n € N\ {0} plati
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Uloha 2. Dokazte, ze pre vietky n, k € N plati
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Uloha 3. Dokéazte, ze pre vietky n, k € N plati

Uloha 4. Dokézte, ze pre vietky n,m, k € N plati
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Uloha 5. Dokazte, ze pre vietky n € N plati
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Uloha 6. Dokéazte, ze pre vsSetky n,r,s,t € N plati
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Uloha 7. Dokézte, Ze pre vietky n € N\ {0} plati
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Uloha 8. Dokézte, ze pre vSetky n € N plati
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Uloha 9. Vypocitajte sumu
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Uloha 10. Vypocitajte sumu
n
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Uloha 11. Dokézte, ze pre vSetky n € N plati
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Uloha 12. Dokézte, 7e pre vetky n,k € N plati
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— Uloha 13. Dokézte, ze pre vsetky n, k € N plati
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Uloha 14. Dokézte, 7e pre vSetky prirodzené Cisla n plati
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Uloha 15 (*). Dokazte, ze pre vietky n € N plati
n—=k
%( I ) = Fhy1,
kde Fj, 11 je (n+ 1)-vé Fibonacciho éislo.
Uloha 16 (*). Dokazte, ze pre vietky n € N plati
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Napovedy k rieseniam

2. Z n+ 1 &isel losujeme k nerozliSitelnych a jedno dodatkové.

3. 7 n &sel losujeme k nerozlisitenych a jedno dodatkové.

4. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a,b, c} obsahujicich préva m pismen a a prave k pismen b.
5.

Méme po n prvkov na 3 kopkach, chceme vyberat z nich n. Rozdelime na pripady podla toho, po kolko
prvkov vyberame z troch képok: 3+0+0,24+14+0,1+1+1.

6. Pocet slov dley n z pismen {a, b, c,d} takych, ze pocet a a b je s, pocet b a ¢ je r, pocet b je t.

7. Pocet podmnozin (ne)parnej velkosti. Kazdd takd podmnozina je jednoznacne uréend n — 1 miestami
charakteristického vektora.

8. Pocet sposobov, ako vylosovat z n ¢isel nejaky pocet a jedno dodatkové &islo.
9. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a,b, c}.
10. Pocet n-pismenovych slov z pismen {a, b, c}.

11. Z 2n prvkov vyberame podmnozinu n prvkov: vyberieme k z prvych n a z druhych n prvkov vyberieme
k, ¢o tam nie su.

12. Pocet n-pismenovych slov z {a, b, ¢} obsahujicich presne k pismen a.

13. Pocet (k+1)-prvkovych podmnozin (n+ 1)-prvkovej mnoziny. Rozdelime na pripady podla najvicsieho
prvku.

14. Pocet permutécif ¢isel 1,2,...,n, v ktorych sa 1 nachddza skor ako 2. Rozdelime podla pozicii ¢isla 1.

15. Pocet postupnosti zlozenych z ¢isel {1,2}, ktorych sicet je n.



RieSenie matematickou indukciou

Pocitanie dvomi sposobmi, samozrejme, nie je jediny sposob, ako dokazovat takéto identity. Vo viicsine
pripadov si vieme vysteéif aj s tipravami vyrazov a pri suméch si pomoézeme matematickou indukciou. Jej
pouzitie ilustrujeme na tlohe pricom ilustrujeme aj to, ako sa nad hladanim takéhoto dokazu zamyslat.

Skisme vymyslief dokaz indukciou nasledovnej 1lohy:
Dokdzte, Ze pre vsetky prirodzené n, k plati
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j:
Hmm, indukciou, ale podla ktorej premennej? Skisme podla premennej n. Znamend to teda, Ze hodnotu k
budeme povaZovat za fixni a pevne danti.

Co v tomto kontexte predstavuje baza indukcie? Aké je najmensie zmysluplné n, pre ktoré dokazovans
rovnost mé zmysel?

Mbézeme si v&imntt, Ze suma na lavej strane dokazovanej rovnosti prebieha hodnoty lokélnej premennej j
od k po n. Ak je ndhodou n mensie ako k, tak mnozina pripustnych hodnot premennej j je prazdna, a z
definicie je potom suma prazdnej postupnosti rovnd nule.

Na druhej strane (rovnosti), akonahle je n < k, tak kombinacné ¢islo (Z) je z definicie rovné nule — pocet
moznosti ako vybraf k-prvkovi podmnozinu z mnoziny ktord sama mé menej ako k prvkov je nula, taka
moZnost neexistuje.

Najmensia zmysluplnd hodnota n pre pevné k je teda n = k. Prenn dostdvame na lavej strane dokazovanej
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a teda pre n = k dokazovana rovnost plati.

a na pravej strane

Sktisme teraz vykonat indukény krok. Predpokladajme, ze dokazovand rovnost plati pre nejaké prirodzené
¢islo n > k a skisme ju dokdzat pre ¢&islo n + 1.

Pozrime sa blizsie na sumu na lavej strane rovnosti pre n + 1.
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Prv4 zo stim sa napadne podobd na lavi stranu indukéného predpokladu, mé len drobnid kozmetickid vadu,
naoko obsahuje jeden séitanec navyse. Pri blizSom pohlade vsak zbaddme, Ze naozaj len naoko (z n-prvkovej
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mnoziny sa nedd vybrat (n + 1)-prvkovd podmnozina):
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Druh4 zo sim sa takisto tvari ako indukény predpoklad, staéf pouzit substitiiciu ¢ = j — 1, a zahodif prvy

(nulovy) séitanec:
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Aj v tej tretej sume mozeme pouzit substiticiu i = j — 1. Dostdvame

S-S 00

Posledna suma mé presne taky tvar ako potrebujeme, ale nie pre n a k, ale pre zmenu pre n a k — 1. Aby
bol tento dokaz indukciou korektny, nesta¢i ndm indukény predpoklad, Ze dokazovans rovnost plati pre n
pri pevne zvolenom k. Aby sme dokazali rovnost pre n + 1 a k, potrebujeme sa opriet o platnost rovnosti
pre dve dvojice: n a k a tiezn a k — 1.

Co teraz? V kazdom pripade sa treba vratif na zaciatok a dvod nésho dékazu indukciou prepisat tak, aby
indukény predpoklad dovoloval zahrniitf okrem dvojice n a k aj dvojicu n a k — 1.

St dve moznosti: Prvé je povedat, ze v skuto¢nosti dokaz robime indukciou vzhladom na éislo k, a vnttri
tohoto dokazu pre kazdé jedno pevné k robime indukciu vzhladom na premennt n. (Rozmyslite si sami, ze
pre k = 0 je tvrdenie trividlne platné.) V tomto kontexte, v okamihu ked sa snazime dokdzat rovnost pre
n+1 a k, mozeme z ,,velkého“ indukéného predpokladu brat rovnost za dokézant pre k — 1 a akékolvek n,
a z ,malého“ indukéného predpoklad brat rovnost za dokizant pre toto nase k a toto nase n.

Druh4 moznost je povedat, Ze budeme robit dékaz indukciou pre dvojice (n, k) usporiadané (napriklad) podla
stétu n+ k. Indukény predpoklad mézeme sformulovat napriklad v tvare ,,Predpokladajme, Ze rovnost plati
pre lubovolni dvojicu n a k so si¢tom najviac s = n + k“, a tvrdenie dokazovat pre dvojicu n + 1 a k (so
stictom s + 1, teda o jedna vicsim). Vtedy mozeme z indukéného predpokladu vyuzit konkrétne dvojice n
a k (so sic¢tom s) a tiez n a k — 1 (so sic¢tom s — 1).

Berme teda tivod dokazu za opraveny a indukény predpoklad za rozsireny (okrem dvojice n a k) tak, ze
zahfiia i dvojicu n a k — 1. Potom tretia suma sa podla indukéného predpokladu rovna
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Dohromady dostéavame, ze
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¢o bolo treba dokézaf.



