Cvicenie 7B: Princip inkluzie a exkluzie

Veta 1 (Princip zapojenia a vypojenia). Nechn € N a My, Ms, ..., M,, si koneéné mnoZiny. Potom
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Uloha 1. V autobuse je celkovo 102 cestujucich. 49 z nich hovori po francizky, 34 po anglicky a 21 po
nemecky. Siedmi Iudia ovladdajui franctizstinu aj anglictinu, piati francizstinu aj neméinu a deviati angli¢tinu
a nemcinu. Vsetkymi troma jazykmi hovoria dvaja ludia. Kolk{ z cestujicich nehovoria ziadnym z tychto
troch jazykov? Kolko je takych Tudi, ktori nehovoria po francizky, ale za to ovlddaji angli¢tinu alebo
nemcinu?

Uloha 2. Studenti sa mali podrobif trom skiskam. Zo 124 §tudentov zlozilo len prvi 22, prvi a druht
zlozilo 28, druht a tretiu 52, len druhi 12, prvi alebo tretiu (aspon jednu z nich) 96, vsetky tri 20, ani prvi
ani druhi 30. Kolko §tudentov nespravilo ani jednu sktisku? Kolko ich este bude robit jednotlivé skisky?

Uloha 3. Kolko &sel z mnoziny {1,2,...,5000} je delitelnych aspoii jednym z ¢isel 2 a 37
Uloha 4. Kolko &sel z mnoziny {1,2,...,5000} je delitelnych aspoii jednym z éisel 2, 3 a 57
Uloha 5. Kolko éfsel z mnoziny {1,2,...,5000} nie je delitelnych ziadnym z ¢isel 2, 3 a 77

Uloha 6. Kolko &sel z mnoziny {1,2,...,5000} nie je druhou ani trefou mocninou Ziadneho prirodzeného
¢isla?

Uloha 7. Kolko existuje vetkych permutécii mnoziny {1,...,100}, ktoré (chapané ako postupnosti) ob-
sahuju aspori jednu z postupnost{ (1,2, 3) alebo (4, 5,6) ako suvisli podpostupnost?

Uloha 8. Kolko existuje vietkych permutécii mnoziny {1,...,100}, ktoré neobsahuju sivisli podpostup-
nost (62,19, 31), ani (42,44, 8, 55)?

Uloha 9. Kolko existuje vSetkych permutdcii mnoziny {1,...,100}, ktoré obsahujui aspon jednu z postup-
nosti (1,2,3), (4,5,6) alebo (7,8,9) ako stvisli podpostupnost?

Uloha 10. Kolko existuje vietkych permutdcii mnoziny {1,...,100}, ktoré neobsahuju stvislid podpostup-
nost (62,19,31), (47,17, 57) ani (42,44, 8,100)?

Uloha 11. Kolko existuje vietkych permutécii mnoziny {1,...,100}, ktoré neobsahuju sivisli podpostup-
nost (62,19,31), (100, 1,8), ani (42,44, 8, 55)?

Uloha 12. Vyrieste tlohy [7] az [L1| pre pripad, Ze uvazované podpostupnosti nemusia byt stvislé.

Uloha 13. Méme tri jednoeurové mince, $tyri dvojeurové mince a pit trojeurovych minci. Kolkymi spésobmi
z nich mozno vybrat desat minci?

Uloha 14. Uvazujme rovnicu
T+ x9 + T3 + x4 = 22.

Kolko existuje celo¢iselnych rieSeni tejto rovnice takych, Ze plati 0 < 21 < 7,0 < 25 < 11,0 < 23 <5 a
0<zy <87
Uloha 15. Uvazujme rovnicu

T+ x9 + T3 + x4 = 22.

Kolko existuje celo¢iselnych rieseni tejto rovnice takych, Ze plati 2 < 21 <7, -1 <25 <8, 0< 23 <5 a
-2 S Ty S 97

Uloha 16. Kolko presmy¢iek neobsahujicich tri rovnaké pismend za sebou je mozné vytvorit zo slova
ANTANANARIVO?



V nasledujicich tlohdch moézete vo vysledku uviest jednu sumu.
Uloha 17. Kolko existuje 2n-prvkovych postupnosti, ktoré
e kazdé z ¢isel 1,2,...,n obsahuju prave dvakrat a zaroven

e obsahuju aspon na jednom mieste dve rovnaké éfsla vedla seba?

Uloha 18. Fakulta pontika 60 volitenych predmetov. Kazdy zo 100 prvakov si vyberie prave jeden volitelny
predmet. Kolkymi spésobmi si mozu studenti vybrat predmety, ako kazdy volitelny predmet si vybral aspoii

jeden student?

Uloha 19. Na Matfyze je 100 (rozlisitelnych) studentov a 40 ucebni ocislovanych od 1 po 40. Kolkymi
sposobmi mozno rozdelit studentov do uéebni, ak nesmie existovat uéebiia, v ktorej st prave 3 studenti.

Uloha 20. Kolkymi spésobmi mozno v kine posadif n manzelskych parov do poslednej rady, kde je 2n

miest, tak, aby Ziaden manzelsky par nesedel vedla seba?

Uloha 21. Kolko existuje vSetkych permutdcii mnoziny {1,...,100}, ktoré (chdpané ako postupnosti)

neobsahuju stvisli podpostupnost (i,7 + 1) pre i € {1,...,99}?

Uloha 22. Kolko celoc¢iselnych rieseni, takych ze pre kazdé i € 1,2,...,n plati 0 < z; < 47 mé rovnica

r1+ a2+ x, =87
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Ako riesit tlohy principom inklazie a exklizie?

V zésade ide o jednoduchy postup. Uréime si, na ktoré mnoZiny chceme PIE pouzif a ,len dosadime do
vzorca“. Nakolko vsak ide o pomerne zloZity vzorec, tak tento postup vysvetlime slovne v jednotlivych
krokoch, ktoré opisuju, ¢o sa vlastne vo vzorce na PIE deje.

1.

2.

Ujasnime si, ¢ chceme pomocou PIE pocitat dobré alebo zlé mozZnosti.

Rozdelime si vietky moZnosti na niekolko, povedzme n, skupiniek.

Vypocitame, kolko moznosti sa nachadza v prieniku fixnych k skupin. Pri tom si treba uvedomit, ¢o
vlastne za moznosti v tomto prieniku méme, ako ich kombinatoricky opisat.

e POZOR! Pri niektorych tlohéch tento vysledok nemusi zévisiet iba od k, ale moze zavisief aj od
toho, ktoré skupinky berieme do prieniku. Napr. tloha 1 z: http://www.dcs.fmph.uniba.sk/
~rajnik/uktg22/du/du3-riesenie.pdf

. Uréime hodnotu Sy, tak, ze pre dané k nas¢itame vysledky z predoslého bodu cez vSetky mozné k-tice

skupin.

. Dosadime hodnotu S; do vzorca pre PIE: poc¢itané moznosti = Zzzl(—l)kHSk, prip. ak sme cez PIE

vyjadrovali z1é moznosti, tak mozeme rovno vypocitat dobré ako > p_,(—1)kSj

Riesenie tlohy podla predoslého navodu

Toto rieSenie ilustruje spomenuty navod aj so zopar ivodnymi komentarmi, ako na riesenie prist a ako zacat.
Nepouziva velmi formalny jazyk, no stale dobre zachycuje ako funguje PIE.

1.

Vieme nejako zaruéit, Ze neexistuje ucebiia s 3 Studentmi? Nebude lahsie uvazovat moZnosti, kde
existuje nejaka ucebna s 3 studentmi? Existencia sa ndm lahsie uchopi, lebo si vieme moznosti rozdelit
na pripady podla toho, v ktorej uéebni st prave 3 studenti. Budeme teda pocitat zlé moznosti

. Pocitame zlé moznosti, teda moznosti rozdelenia Studentov, kde existuje ucebna s prave 3 Studentmi.

Tieto moznosti si rozdelime na 40 skupin. Skupina ¢islo ¢ obsahuje tie moznosti, kde v miestnosti 4 su 3
studenti (nevyluc¢ujeme vsak existenciu inych moznosti s 3 Studentmi). Su tieto skupinky disjunktné?
Nie. Nemozeme teda pouzit pravidlo siétu, ale pouzijeme PIE.


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/du/du3-riesenie.pdf
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~rajnik/uktg22/du/du3-riesenie.pdf

3. Uvazujme nejakych fixnych k skupiniek. Kolko moznosti sa nachddza v ich prieniku? Ako vieme opisat,
o aké moznosti ide? Ide o také moznosti, kde mame nejakych fixnych k ucebni, v ktorych si 3 Studenti.
Uréme pocet takychto moznosti. Najprv postupne obsadime danych k£ miestnosti. Do i-tej miestnosti
(1 € {1,2,...,k}) vyberieme troch studentov spomedzi 100 — 3(i — 1) (lebo uz 3(i — 1) Studentov je v
predoslych miestnostiach). Pocet moznosti na tieto vybery je

f1 100 — 3(i — 1) _ (100 (97 100 — 3k +3)  100® 973 (100 — 3k +3)3 1003
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Potom ndm ostane (100 — 3k) studentov, z ktorych kazdy ma na vyber Tubovolni zo 40 — k zvy$nych
ucebni. Spolu tak mame
1003k
6k
Vyslo nam to teraz pekne, ze tento pocet moznosti zavisi len na ¢isle k. Nezavisi na tom, ktorych k
ucebni uvazujeme.

- (40 — k)100-3k moznosti.

4. Uréime ¢islo Si, ktoré dostaneme s¢itanim vysledkov z predoslej pre vSetky mozné vybery k skupiniek.
Takychto vyberov je (4k0 ) a kazdému zodpovedda rovnaky pocet moznosti, preto

40\ 1002k
— (40 — k 10073k‘

Vsimnite si, Zze v tomto pripade nehovorime o moznostiach, nakolko S; nevyjadruje poéet moznosti.
Ide o suicet vela éfsel. V koneénom dosledku st niektoré moznosti v Si, zapoéitané raz, iné dvakrat, a
niektoré mozno aj 17-krat.

5. Uz len dosadime do vzorca pre PIE. Mozeme rovno pouzit vzorec na dobré moznosti (Dosledok 3.22)
alebo rozdiel vSetkych a zlych moznosti. Zvolime druhi moznost a tak dostaneme vysledny pocet

moznosti:
40100_§:(_1)k+15k _ 40100+§:(_1)k <4k?> 1%(13]6.(40_]{)100—314: _ i(_l)k (413) 1%2%,(40_]@)100—3@
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Formalnejsie rieSenie
Nech pre i € {1,2,...,40} M; oznacuje pocet takych rozdeleni studentov, kde v miestnosti ¢islo ¢ si prave 3

studenti. Hfadané moznosti vieme vyjadrit ako (M; UMy U---U My0)®, o je podla Désledku 3.22 Principu
inklizie a exklizie rovné
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Mnozina M;, NM;,N---NM;, oznacuje pocet rozdeleni, kde v ucebniach i1, i2, ..., si prdve traja Studenti.
Uréme teraz ich pocet: Najskor vyberieme usporiadand 3k-ticu Studentov (si,s2,...,S3;), na ¢o mame
1002k moznosti — to budd tudenti, ¢o si v miestnostiach i1, s, ..., . Studentov 53j—2, 83j—1, 3; priradime
do ucebne i; pre j € {1,2,...,k} (teda prvi traja idd do ucebne i;, druhy traja do ucebne is, ...). Na-
kolko ndm vsak nezdleZi na tom, v akom poradi Studentov dédme do miestnosti, kazdé z 3! = 6 poradi

Studentov v rdmci jednej miestnosti s3;_2, s3;_1, s3; vedie k rovnakému rozdeleniu. Celkovo tak mame kazdu
moznost zapocitant 6*-krat. Nakoniec uz len kazdému zo zvysnych 100 — 3k nevybranych studentov pri-
radime Tubovolnt zo zvysnych 40 — k miestnosti, na ¢o mame (40 — k)'°°=3% moznosti. Spojenim tychto

uvah teda mame

1002

— (40 . k)100_3k.

Teraz uz len dosadime spét do a mame
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¢o je hladany pocet moznosti.



