Cvicenie 13B: Eulerovské a bipartitné grafy

— Uloha 1. Zistite, ¢ st nasledujice grafy eulerovské:

K N X

— Uloha 2. Zistite, & v grafoch z predchddzajiicej lohy existuje otvoreny fah obsahujtici vSetky hrany.
— Uloha 3. Najdite vsetky n > 1 také, ze kompletny graf K, je eulerovsky.

Uloha 4. Basketbalového tréningu sa zacastiiuje 17 hracov. Tréning pozostava z viacerych kol. V prvom
kole hraju proti sebe dva 5-Clenné timy. Po kazdom kole je jedna z péatic vymenend piatimi hra¢mi, ktori
toto kolo nehrali. Ti budi v d'alsom kole hraf proti pétici ¢o ostala. Ziaden hrac nehré tri kold po sebe. Je
moZné zostavit rozpis turnaja tak, aby Iubovolnd kombindcia dvoch 5-¢lennych timov hrala préve raz proti
sebe?

Zaciatok takého rozpisu moze vyzerat nasledovne:
1. kolo: {1,2,3,4,5} vs. {6,7,8,9,10}
2. kolo: {1,2,3,4,5} vs. {11,12,13, 14,15}

3. kolo: {6,8,9,16,17} vs. {11,12,13,14, 15} (teraz sme museli stiahut tim {1, 2, 3,4,5}, lebo neméze hrat
tri zapasy po sebe, timy nie st fixné, takze hra¢ 6 kludne moze hrat s inymi hraé¢mi ako v 1. kole)

4. kolo: {6,8,9,16,17} vs. {1,2,3,4,7} (teraz sme museli stiahnut tim {11,12,13,14,15})

Bipartitné grafy

— Uloha 5. Dokézte, ze pre kazdy bipartitny 3-reguldrny graf s particiami A, B plati |A| = |B].

— Uloha 6. Nech G je suvisly bipartitny 3-regularny graf. Dokdzte, Ze ak z grafu G odstrdnime lubovolny
vrchol, tak ostane suvisly.

Uloha 7. Nech G je stivisly bipartitny 3-reguldrny graf. Dokazte, Ze ak z grafu G odstranime Tubovolni
hranu, tak ostane suvisly.

Uloha 8. Dokéite, ze kazdy strom je bipartitny.

— TUloha 9. Pre kladné celé &islo n uvazujme graf @, ktorého vrcholy tvoria v8etky n-¢lenné postupnosti nil a
jednotiek. Hranami si spojené tie postupnosti, ktoré sa lisia prave v jednej pozicii (teda napr. {0110,0100} €
E(Q4), ale {0110,0101} ¢ E(Q4)). V zavislosti od ¢isla n urcte:

a) Kolko hran ma graf Q,,?



b) Je graf @, suvisly?

c¢) Je graf @, bipartitny?

)

)

d) Urcte dizku najkratsej kruznice grafu Q.

e) Urcte dizku najdlhsej kruznice grafu Q,,.
)

f) (*) N4jdite najmensie také ¢islo d, ze medzi kazdymi dvoma vrcholmi grafu @,, existuje cesta dizky
najviac d.



— Uloha 10. Posid'te spravnost nasledovného dokazu.

Tvrdenie. Kazdy n-vrcholovy graf G s §(G) > 3 obsahuje kruznicu dizky 4.

Dékaz. Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou podla n. Graf s minimalnym stupfiom vrchola 3
musi mat aspon 4 vrcholy. Ak n = 4, tak G = K4 (iplny graf na 4 vrcholov), ktory obsahuje kruznicu
dlzky 4.

Predpokladajme teraz, Ze tvrdenie plati pre nejaké n a dokdzeme, Ze plati aj pre n + 1. Podla in-
dukéného predpokladu, n-vrcholovy graf G obsahuje kruznicu diiky 4. Ak do grafu G priddme novy
vrchol stupna aspon 3, tak dostaneme (n + 1)-vrcholovy graf G’. Novy graf G’ mé tiez minimélny
stupen asponi 3 (lebo sme len pridali hrany) a stale obsahuje kruznicu diiky 4. Tvrdenie teda plati aj
pre n + 1, ¢im je dokaz indukciou hotovy. O

— Uloha 11. Na vecierku sa stretlo 3n — 1 ludi, n € NT. Niektoré dvojice Tud{ sa medzi sebou poznaju (vztah
poznat sa je symetricky). Dokézte, Zze v kazdej takejto situdcii existuje n navzdjom disjunktnych pdrov s
vlastnostou, Ze bud sa vsetky pary medzi sebou poznaji, alebo sa Ziaden z parov medzi sebou nepozn4.



