RiesSenie 1. sady domacich uloh

Uloha 1

(0,5 boda) Rozhodnite a dokazte, ¢i je nasledovny vyrok pravdivy

In€Zt: 11| n®+8.

Vyrok je pravdivy, lebo pre n = 9 je &islo n® + 8 = 737 = 67 - 11 delitelné jedendstimi.

Komentar. Déavame do pozornosti, Ze takéto rieSenie je naozaj postacujice. Ked mame dokazat
pravdivost existenéného vyroku, tak ndm staci ukdzaf jeden priklad, pre ktory dostaneme pravdu.
Vyhovujtici priklad sa dal lahko néjst postupnym skiisanim, pricom si mézeme pomdct kalkulackou
alebo pocitacom. Taktiez sa dal vyuzit rozklad n® +8 = n® +2% = (n+ 2)(n* + 2n +4), z ¢oho lahko
vidime, Ze delitelnost jedendstimi dosiahneme ak n + 2 = 11.

Uloha 2

(1,5 boda) Néjdite taky priklad mnoziny M a vyrokovych foriem a(x) a b(z), aby po ich
dosadeni do vyroku

Vo € M: (-a(x) V =b(z))] = [(Vz € M: (a(z) = b(x))) V (Vx € M: (b(z) = a(x)))]

sme dostali a) pravdivy, b) nepravdivy vyrok. Sprdvnost vasich volieb dokdzte.

Lahko sa d4 najst priklad, kedy ndm vyjde pravda. Uvedieme jeden zlozitejsi (a pomerne ndhodny)
a jeden jednoduchsi. N4jst priklad pre nepravdu bolo o nieco naro¢nejsie. Najprv uvedieme jeden
priklad a potom ukdzeme, ako sme ho mohli objavit.

a) Priklad s pravdou 1 Zvolime M =N, a(z) & 3 | z, b(x) < x > 5. Po dosadeni méme vyrok:
VreN: BtzVve<H)]=[VreN:B|z=z>5)Vv(Ve>5eN: (z>5=3]|2))].

Na Tavej strane mame vyrok Vo € N: (31 x V 2 < 5), ktory je nepravdivy, lebo pre x = 6 neplati
316V 6 < 5.

a) Priklad s pravdou 2 Zvolime M = (), potom po vyhodnoteni kvantifikovanych vyrokov méme
1=[1Vv1],

¢o je pravdivy vyrok.

b) Priklad s nepravdou Nech M = {2,3}, a(z) & = = 2 a b(z) & = = 3. Potom dostdvame

vyrok

VreM: (x#2Vae#3)|=[VeeM: (z=2=2=3))V(Ve e M: (z =3=z=2))].



1. Vyrok Vo € M: (x # 2V x # 3) je pravdivy, kedze pre x = 2 plati x # 3 a pre z = 3 plati
x # 2. (Teda pre kazdé = € {2,3} plati  # 2V x # 3.)

2. Vyrok Vo € M: (r = 2 = x = 3) je nepravdivy, lebo pre x = 2 dostdvame 1 = 0.

3. Vyrok Vo € M: (xr = 3 = x = 2) je nepravdivy, lebo pre x = 3 dostdvame 1 = 0.

Cize mame 1 = [0V 0], ¢o je nepravda.

Ako najst priklad pre b)? Vyrok md formu implikdcie. Ak chceme, aby bola nepravdiva, musi
byt jej lava strana Vo € M : (—a(x)V —b(x)) pravda a pravd strana (Vo € M: (a(x) = b(z)))V (Vx €
M: (b(x) = a(x))) nepravdivd. Na pravej strane mame nepravdivu disjunkciu, preto oba jej vyroky
musia byt nepravdivé. Plati teda

1. Ve e M: (—a(z) V -b(z)) =1,
2. Ve M: (a(x) = b(x)) =0
3. Ve e M: (b(z) = a(x)) =0

Tieto pozorovania si vieme zaznacit do tabulky pre vyrokové formy a(z), b(z):

z | a(z) | b(x)
T 1 0
i) 0 1

Aby sme porusili vyrok 2., tak v niektorom riadku (prvok tohto riadku sme si oznacili z;) tabulky
musime mat 1 pre a(x) a 0 pre b(z). Pre porusenie vyroku 3. zas musime pridat riadok (nech to je
T = 23) s 0 pre a(z) a 1 pre b(z). Aby sme splnili vyrok 1., tak v kazdom riadku musime mat aspon
jednu nulu — a to uZ mame splnené, takZe nemusime ni¢ priddvat.

Uloha 3

(1,5 boda) Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n > 2 plati rovnost

1 1 1 1 n

T2 23 3t YT T nel

Rovnost dokézeme matematickou indukciou.

=2 teda & = %, co plati.

4 _ { )11
Baza. Pre n =2 dostavame rovnost 5 + 55 = 577, G

Indukény krok. Teraz uvazujme lubovolné celé n > 2. Predpokladajme, Ze plati

P PP E (IP)
1-2 2-3 3.4 n-(n+1) n+1

Dokazeme, ze potom plati aj

1 N 1 N 1 - 1 N 1 _n+1
1-2 2-3 3-4 n-(n+1) +1)n+2) n+2




Zoberieme si lavii stranu a upravujme ju s vyuzitim indukéného predpokladu.

1 N 1 N 1 - 1 N 1 _on 1 B
1-2 23 3-4 n-(n+1) m+D)n+2) n+tl (+Dn+2)

n(n+2)+1 n+2n+1  (n+1?  n+1

T+ )m+2) m+h)n+2) m+Dn+2) n+2

Tym sme dokézali, ¢o sme chceli. Dokaz indukciou je tak hotovy.

Uloha 4

(1,5 boda) Rozhodnite, ¢i zlozeny vyrok
[(a=b) A= V[(dA (e =D)) = (cV —e)

je tautolégia. Vase tvrdenie dokazte.

Sporom ukazeme, ze zadany vyrok je tautolégia. Pre spor predpokladajme, zZe to nie je tautoldgia. To
znamena, ze pre nejaké ohodnotenie elementarnych vyrokov a, b, ¢, d, e je vyrok nepravdivy, teda:

L [(a=b A= V[(dA(e=Db) = (cV—-e)]=0
2. (a=bAN—-c=0(z1.)

3. (dA(e=1b))= (cV—e)=0(z 1)

4. dA(e=0b) =1 (23)

5. ¢V-e=0(z3.)

6. d=1 (20 4.)

7.e=>b=1 (z04)

8. ¢c=0(z5.)
9. e=0(z5.)
10. e=1(z9.)

11. b=1 (2 7. a 10.)
12. a=b=0 (z 2., lebo —c = 1 podla 8., takze nepravdivy musi byt prvy vyrok)

13. b=0 (z 12.) — spor s 11.



