RieSenia 2. sady domacich iloh

Uloha 1

Uvazujme plan MatFyzu ako na obrazku niZsie. Kolko najviac vez{ vieme umiestnit na policka tohto
planu tak, aby sa ziadne dve neohrozovali? Vase tvrdenie zdovodnite. Veza ohrozuje policka, na ktoré
sa vie pohnit tak, Ze ostane vo svojom riadku alebo stfpci a pritom nevyjde mimo MatFyz (teda veze
1 a 2 sa ohrozuju, ale 2 a 3 nie).

.

UkéZeme, Ze najviac mozno umiestnit 17 veii.

Konstrukcia Na obriazku je umiestnenych na plane 17 veZi, o ktorych l'ahko skontrolujeme, Ze Ziadne dve
z nich sa neohrozuju.
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Odhad MatFyz si rozdelime na 17 oblasti ako na obridzku — 16 z nich tvori zeleny obdiznik a jedna je
tvorend modrymi polickami. O kazdej z oblast{ plati, Ze ak do nej Iubovolne umiestnime dve veze, tak sa
budti ohrozovat — oblasti st totiZ tvorend riadkami alebo stfpcami, resp. ich ¢asfami. Ak umiestnime aspoi
18 vezi, tak z Dirichletovho principu existuje oblast, ktord obsahuje aspon dve veze — a tie sa ohrozuju.
Preto neméZeme mat viac ako 17 veZi.






Uloha 2

Rozhodnite a ndsledne dokazte, ¢i pre lubovolné dve mnoziny A, B plati:
a) P(AUB) — (P(A— B)UP(B— A)) C P(AN B) — P(A - B)
b) P(AUB) — (P(A—B)UP(B - A)) 2 P(ANB) —P(A - B)

Intuicia

Najskor sa intuitivne zamyslime, ako vyzeraji podmnoziny, ktoré sa mozu vyskytnit na lavej a pravej
strane.

Na Tavej strane mame na zaciatku podmnoziny A U B (oznacené zelenou), pricom odstrdnime také, ktoré
sa celé zmestia do A — B alebo B — A (vyplnené krizikmi). Vyzerd to preto tak, ze zostant len také, ktoré
maju prvky v prieniku A N B alebo v aspon dvoch ,,regiénoch” diagramu.

Podobne vieme urobit tivahy pre pravii stranu. Povodne st v nej podmnoziny A N B (oznagené zelenou), a
potom odstranime také, ktoré sa celé zmestia do A — B (vyplnené krizikmi). Vyzera to tak, ze sme ziadne
podmnoziny neodstranili, lebo sme odstranovali z ,regiénu“, v ktorom sme pévodne ziadne podmnoziny
nemali.

Preto to vyzeré tak, Ze a) vo vieobecnosti nebude platif a b) bude. Vieme teda, ¢o mame ist dokazovat.

To, ¢o je uvedené v predoslych odsekoch, vSak nie je dokaz. Dovodom je, Ze vysvetlenia si velmi vdgne
naformulované, preto lahko moézeme prehliadnut nejaké podmnoziny. Napriklad by sme sa mohli dovtipit,
ze P(ANB) — P(A— B) =P(AnN B). To vsak neplati, lebo kazdd poten¢nd mnozina obsahuje aj prazdnu
mnozinu — a teda prazdna mnozina nebude prvkom lavej strany, no bude prvkom pravej. Dovod, preco
tvrdenia dokazujeme formélne, je, Ze nés to dost Easto uchrdni od takychto chyb.

Podiloha a)

Ked chceme ukdzat, Ze nejakd inklizia neplati vo vSeobecnosti, staéi ndjst dve mnoziny A, B, pre ktoré
neplati. Z obrazkov v intuitivnych ivahach sa javi, ze ak budeme mat nejaké prvky v AN B aj v A — B, tak
vznikni nejaké podmnoziny, ktoré budi iba na Tavej strane. Skidsme si teda zobrat A = {1,2}, B = {2}.
Potom

P(AUB) = (P(A—=B)UP(B - A)) = {0, {1}, {2},{1,2}} — ({0, {1}} u{0}) = {{2},{1,2}},
P(ANB) —P(A-B) ={0,{2}} — {0, {1}} = {{2}}-
Vidime, ze pre tieto dve mnoziny P(AU B) — (P(A—B)UP(B—A)) L P(AN B) — P(A — B), preto této

inklizia neplati. Vsimnime si eSte, Ze s druhou inkliiziou zatial problém neméme.



Podiloha b)

Thito inkliziu by sme cheeli dokdzat. Na to by sme pre vietky mnoziny cheeli vediet, ze ak X € P(ANB) —
P(A—B),takaj X € P(AUB) — (P(A— B)UP(B — A)). Pri takychto tlohéch je fajn si najskor z definicii
(t. j. ekvivalentnymi tipravami) prepisat tieto podmienky. Podme teda na to.

X e P(ANB)—P(A-B),

X e P(ANB)A=(X € P(A— B)), (definicia mnozinového rozdielu)
XCANBA—-(X CA-DB), (definicia potenénej mnoziny)
Ve X:z e ANB)A~(Vx e X: 2z € A— B), (definicia podmnoziny)
VreX:z e ANB)AN(Fx e X: ~(x € A—B)), (negacia kvantifikovaného vyroku)
VreX:(xe ANz eB)AN(Fre X: ~(x€ ANz ¢ B)), (definicie mnozinovych operacii)
VeeX:(xre ANz eB)ANFxe X: (¢ AVa e B)). (De Morganov zakon)

Vs&imnite si, ze sme nerobili ziadne myslienkové tivahy, islo iba o priamociaru aplikaciu definicii a pravidiel
na zjednoduSovanie negacii. Ked budeme podobne upravovat druhti podmienku (vyskuisajte si, je to dobré
cvicenie), dostaneme, ze
X eP(AUuB)— (P(A-B)UP(B - A))
=
VeeX:(zx€eAVezeB)ANEBzxeX: (t¢ AVeeB)AN(Fr e X: (x ¢ BV A).

Chceme teda z predpokladu

VeeX:(z€e ANz eB)ANEBzx e X: (x ¢ AVx € B)))

(P1) (P2)

dokézat zéver

VreX:(z€eAVezeB)ANEFxeX: (zr ¢ AVe e B)AN(Fr e X: (x ¢ BVx € A)).

(21) (Z2) (Z3)

Vsimnime si, ze (Z1) priamo vyplyva z (P1), lebo kedze vSetky prvky musia patrit do A aj B, tak mame
splnené pre lubovolny prvok obe strany disjunkcie (Z1) a na jej pravdivost staci splnenie jednej z nich.

Dalej, (Z2) je to isté ako (P2), tym tento zdver mame dokédzany priamo v predpoklade.

A nakoniec treba dokézat (Z3). Z (P2) vieme, ze X nemoze byt prdzdna. Z (P1) vieme, ze vSetky prvky
X musia patrit do A. Preto ur¢ite mame prvok z X, ktory patr{ do A. A tym uz mdme pre nejaky prvok
splnent pravu stranu disjunkcie (Z3), ¢im je pravdiva celd.

Podarilo sa ndm teda dokazat implikdciu
(XePANB)—PA-B))=(XeP(AUuB)— (P(A-B)UP(B—-A))),
pricom tento dokaz bol nezdvisly od volby X, a preto mame aj
P(AnB)—-P(A—-B)CP(AUB)— (P(A—B)UP(B—-A4)),

ako sme checeli.



Uloha 3

Zistite, ¢i pre lubovolné mnoziny A, B, C plati: Urcte, kolko je vsetkych

a) 3-cifernych ¢isel, ktorych prva cifra (na mieste stoviek) je delitelnd tromi, druh4 cifra je delitelnd
Styrmi a posledn4 cifra je delitelnd piatimi;

b) 4-cifernych ¢isel zlozenych z cifier 2, 4, 7, 9, v ktorych sa cifry neopakuju a cifra 4 sa nachadza
v nich skor ako cifra 7;

c¢) 6-cifernych ¢isel zlozenych z cifier 1 a 7, ktoré neobsahuju tri jednotky po sebe.

Ku kazdej podilohe vypiste vSetky moznosti. Zdovodnite (staéi neformalne), preco si vase rieSenia
spravne (teda Ze ste kazdi moznost zapocitali prave raz).

Bonus 1. (1 bod) V tlohe 3 mozno ziskat bonusovy bod, ked ruéné vypisanie moznosti nahradite
vypisanim moznosti pomocou pocitacového programu. Pre ziskanie celého bodu treba:

e zdovodnit, ze program vypisal moznosti spravne (pokial je to priamociare, tak staci struéné
zdovodnenie);

e zdovodnitf pocet moznosti, ktoré program vypise, bez toho, aby ste ho spustili.

V programe nesmiete vyuzivat funkcie na generovanie moznosti (ako napr. kniznica itertools v
Pythone). Body za samotny program budeme udelovat podla toho, ako ndroéné je odévodnit potrebné
veci (napr. zvycajne je lepSie nepouzivat if).

\.

Na zac¢iatok poznamendme, ze vypis moznosti (¢i uz ru¢ne alebo programovanim) ani tak nebol samostatnou
tlohou, hoci niektori z vés to tak brali, ako bolo vidno z vasich rieSeni. Tento vypis mohol slizif na kontrolu
vasho rieSenia, nielen vysledku, ale aj postupu. Za t¢elom takejto kontroly je vhodné zvolit sposob vypisu,
ktory ¢o najviac zodpovedd ndSmu ,matematickému* rieseniu. Tak aj spravime v tychto rieseniach (hoci
nie tplne vSetko vo vsetkych). Niektoré vypisy rieSeni budd prehnane detailné, to vSak slizi na to, aby ste
lepsie na nich pochopili pouzité kombinatorické koncepty.

Bodovanie. Body za jednotlivé ¢asti boli: a) 0,4b, b) 0,8b, ¢) 0,8b. Pri bonusoch 1 a 3: a) 0,2b, b) 0,4b,
c) 0,4b.

Cast a)

Na prvé miesto si vyberame z 3 moznosti: 3, 6, 9. Na druhé miesto z 3 moznosti: 0, 4, 8. Na tretie miesto z
2 moznosti: 0, 5. Celkovo mame tak 3 -3 -2 = 18 moznosti.

Program. Tento sposob rieSenia zodpoveda nasledujicemu programu.

for a in ['3', '6', '9']:
for b in ['0', '4', '8']:
for ¢ in ['0', '5']:
print(a + b + ¢)

Lahko vidime, Ze prvy cyklus sa zopakuje 3-krat, druhy 3-kréat a treti 2-krate, teda prikaz print sa vykona
3 -3 -2 = 18-krat. Tolko program vypiSe moznosti

Cast b) cez poziciu stvorky

Moznosti rozdelime na pripady podla pozicie stvorky:



1. 4 na 1. mieste: potom na druhé miesto méme 3 moznosti (okrem 4), na tretie miesto 2 moznosti (okrem
4 a prvého ¢fsla) a na $tvrté miesto 1 moznost (éislo, ¢o ndm ostalo). Méme teda 3-2-1 = 6 moznosti.

2. 4 na 2. mieste: Na prvom mieste mdme 2 moznosti (2 a 9), na tretom 2 moznosti (2, 7, 9 okrem prvého
pouzitého ¢fsla) a na posledné ndm ostane 1 moznost. Teda 2 - 2 - 1 = 4 moznosti.

3. 4 na 3. mieste: na prvé miesto mame 2 moznosti (2 a 9), na druhé len jednu (to, ¢o ostane z 2 a 9) a
na posledné musi ist cifra 7. Teda 2-1 -1 = 2 moznosti.

KedZe jednotlivé pripady st disjunktné, tak spolu mame 6 + 4 + 2 = 12 moZnosti.

Vypisanie moznosti

4279
4297 2479
4729 2497 2947
4792 9427 9247
4927 9472
4972
6 + 4 + 2 = 12 moznosti

Program Tento sp6sob vypisania priamoc¢iaro zodpovedd programu:

cifry = {2, 7, 9}
# 4 je na 1. mieste
for b in cifry: # 3-krat sa zopakuje

for ¢ in cifry - {b}: # 2-krat sa zopakuje

for d in cifry - {b, c}: # raz sa zopakuje

# Vypise 3 * 2 * 1 = 6 moznosti
print(4, b, c, d, sep='")

# 4 je 2. mieste
for a in cifry - {2}: # 2-krat sa zopakuje

for ¢ in cifry - {a}: # 2-krat sa zopakuje
for d in cifry - {a, c}: # 1-krat sa zopakuje

# Vypise 2 * 2 * 1 = 4 moznosti
print(a, 4 , c, d, sep='")

# 4 je 3. mieste
for a in cifry - {2}: # 2-krat sa zopakuje

for b in cifry - {a, 2}: # 1l-krat sa zopakuje

for d in cifry - {a, b}: # 1-krat sa zopakuje

# Vypise 2 * 1 * 1 = 2 moznosti
print(a, b, 4, d, sep='")

# Celkovo program vypise 6 + 4 + 2 = 12 monznosti

Cast b) cez delenie dvomi

Vynechajme podmienku, ze 4 musi byt pred 7. Na prvé miesto mame 4 moznosti, na druhé len 3 (nemozeme
pouzit prvi cifru), potom 2 (bez prvych dvoch cifier) a potom ostane 1 moznost. Teda celkom méme
4-3-2-1 = 24 moznost{ (ide vlastne o permutdcie 4 prvkov). Tieto moznosti vieme rozdelit do dvojic, ktoré
sa budu lisit len poradim ¢isel 4 a 7 (ked’ v nejakom &isle vymenime 4 a 7 dostaneme jeho par a po opétovnej
vymene mdme zas povodné ¢islo, takze ide naozaj o dvojice). V kazdej dvojici mdme jednu dobri moznost,
kde 4 je pred 7, a jednu zli moznost, kde 4 je za 7. Preto dobrych moznosti je polovica: 24/2 = 12.

Vypis moznosti VypiSeme najprv vsetky moznosti a potom vyznaéime dvojice dobra (zelend) — zld

(¢ervend) moznost.
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RieSenie c) cez zlé moznosti

Najprv spocitame pocet 6-cifernych ¢isel zlozenych z cifier 1 a 7. Na kazdé zo 6 miest mame 2 moznosti,
teda mame 26 = 64 moznosti. Teraz spoéitame z1é moznosti, teda také éisla, ktoré obsahuji tri jednotky za

2479 7-9
9497 2<g_7
92749 9-9
o101/ AT<goo
2047 2—-7
20747 979

1970—7249 9—4
1907 — 7994 4-92
1790—7429 9—2
1709—7492 2-94
1097 —7924 4-2
07— 7942 949

7

C

9247 74
9274 4-7
9427 7-2
9472 2-7
9724 4-2
9742 24

>2
>4
>7

sebou. Tieto moZnosti rozdelime podla toho, na ktorej moznosti sa za¢ina prvy tsek troch jednotiek:

1. Ak sa za¢ina na prvej pozicii (¢islo vyzerd 111%**), tak na kazdej zo zvysnych troch miest moze byt
1 alebo 7, teda mame 23 = 8 moznosti.

2. Ak na druhej pozicii, tak na prvej pozicii musi byt 7 (teda ¢islo md tvar 7111**). Ostali ndm posledné

dve miesta, na kazdé dve moznosti, teda mame 22 = 4 moznosti.

3. Teraz je ¢islo tvaru *7111%*, na prvom mieste moze byt 1 aj 7, rovnako aj na poslednom. Mdme teda

opit 22 = 4 moznosti.

4. Teraz je ¢islo tvaru **71111, na prvom a druhom mieste mame 2 moznosti, teda opiat mame 22 = 4

moznosti.

Vdaka tomu, Ze uvazujeme prvy usek 111, tak tieto moZnosti st navzdjom disjunktné. Preto ich je celkovo

8+ 4+ 4+ 4 = 20. Preto tych moznosti, ktoré neobsahuji 111, je 64 — 20 = 44.

Vypisanie moznosti

Dobré moznosti tak vieme potom vypisat tak, Ze vypiSeme vSetky moznosti a vyskrtdme tie, ktoré sme

vypisali vyssie.

Ht HAat
Hi7 117117
H7 117171
H77 117177
HiAt 117711
HiA7 117717
it 117771
77 117777

Z1é moznosti sme vypisali nasledovnym systémom:

At
e
171171
171177
171711
171717
171771

171777

vsetky = [] # 276 = 64 moznosti

cifry = {'1', '7'}
for a in cifry:

111111
111117
111171
111177
111711
111717
111771
111777
111777

711111
711117
711171
711177

A
177117
177171
177177
L77711
177717
177771
1rrerT

171111
171117
771111
771117

A
AT
A
A
711711

711717
711771

11T

117111
177111
717111
777111

A
717117
717171
717177
717711
717717
71777

A
AT
771171
71177
771711
71717
771771

771777

A
7117
777171

(77711
ey

(000



for b in cifry:
for ¢ in cifry:
for d in cifry:
for e in cifry:
for £ in cifry:
vsetky.append(a + b + ¢ + d + e + £)

zle = []
# 111... (2 * 2 *x 2 = 8 moznosti)
for d in cifry:
for e in cifry:
for £ in cifry:
zle.append('111' + d + e + £)
# 7111.. (2 * 2 = 4 moznosti)
for e in cifry:
for f in cifry:
zle.append('7111' + e + f)
# .7111. (2 * 2 = 4 moznosti)
for a in cifry:
for £ in cifry:
zle.append(a + '7111' + f)
# ..7111 (2 * 2 = 4 moznosti)
for a in cifry:
for b in cifry:
zle.append(a + b + '7111")
# Spolu 8 + 4 + 4 + 4 = 20 zlych moznosti

# Vypiseme moznosti: bude ich 64 - 20 = 44
zle_mnozina = set(zle)
for moznost in vsetky:
if moznost not in zle_mnozina:
print (moznost)

Cast c) cez mensie pripady

Ulohu vyrie§ime rovno vypisanim moznosti. MoZnosti budeme vypisovat postupne od 1-cifernych éisel. Po 3-
ciferné ¢isla bez problémov zvlddneme vsetky moznosti vypisat ru¢ne (postupne na kazdom miestne sktisame

) vz

najprv 1, potom 7, akurdt pri trojmiestnych nechceme mat ¢islo 111). Stvormiestne &sla vypiseme nasle-
dovne:

1. Najprv vypiSeme cisla, ktoré sa za¢inaji na 7 (vyznacend modrou). Na zvysnych troch pozicidch moze
byt Iubovolné 3-ciferné ¢islo, ktoré neobsahuje tri jednotky. TakZe k 7-ke len prepiSeme tieto moznosti.

2. Ostavaju ¢isla, ktoré sa zac¢inaju na 1. Z nich vypiSeme tie, ktoré maji na druhom mieste cifru 7
(vyznetené zelenou). Dalej moze byt lubovolné 2-ciferné é&islo, ¢ize opit vieme vyuzit vysledok z
predoslého pripadu.

3. Ostali ndm ¢fsla, ktoré sa zacinaju dvomi jednotkami (vyznacené cervenou). Na trefom mieste musia
mat 7-ku, aby sme nedostali tri jednotky. Na zvysnych miestach moézu mat fubovolné 1-ciferné éislo.

Tento sposob vypysovania zopakujeme eSte dvakrat:
1. 5-ciferné ¢isla vypiseme ako: 117 + 2-ciferné ¢isla, 17 + 3-ciferné a 7 + 4-ciferné ¢isla.
2. 6-ciferné vypiseme ako: 117 + 3-ciferné cisla, 17 4+ 4-ciferné a 7 + 5-ciferné ¢isla.

Cely postup vypisovania je na obrdzku [I} Tento postup poddme vseobecnejsie v d'alsom rieseni.



1-miestne:
1
7

2-miestne:
11
17
71
77

3-miestne: 4-miestne:
117 1171
171 1177
177 11
711 17
v 71
771 77
T 7117
7171
7177
7711
e
7771
T

Obr. 1:

5-miestne:

11711
11717
11771
11777

117

171

177

711

eV

771

T
71171
71177
71711
71717
71771
Tt
77117
77171
v
77711
77T
77771
T

6-miestne:

117117
117171
117177
117711
117717
117771
11rree

1171

1177

1711

1717

1771

1777

7117

7171

7177

7711

7717

7771

Tt
711711
711717
711771
711077
717117
717171
aveves
717711
7177
717771
T
771171
771177
771711
(evavs
771771
7T
TTT117
777171
LT
777711
T
77771
T



Program. Tento sposob mozno tiez priamo¢iaro previest na program. Moznosti pre jednotlivé pocty cifier
si budeme ukladat do pola moznosti.

moznosti = [
1,
[, '7'1,
[ragr,ra7 071,077 ],
[ra17,va72 177", "7, 717, 771, 77T ]
]
for n in range(4, 7):
# zoznam pre nove moznosti
nove = []

# pridame zacinajuce na 7

for stara in moznosti[n - 1]:
nove.append('7' + stara)

# pridame zacinajuce na 17

for stara in moznosti[n - 2]:
nove.append('17' + stara)

# pridame zacinajuce na 117

for stara in moznosti[n - 3]:
nove.append('117' + stara)

moznosti.append(nove)

for moznost in moznostil[6]:
print (moznost)

Cast c) vSeobecne

Nech a, oznacuje pocet n-cifernych ¢isel zlozenych z cifier 1 a 7, ktoré neobsahujui tri jednotky za sebou
(dalej o nich hovorime iba ako o m-cifernych éislach). Lahko zistime, Ze a1 = 2, ag = 4, a3 = 7. Pre n > 4
vypocitame a,, tak, ze si vSetky n-ciferné ¢isla rozdelime na:

e tie, ¢o sa zac¢inaju na 7 — tie moézu pokracovat Tubovolnym (n — 1)-cifernym ¢éislom, ktorych je a,_1;
e tie, ¢o sa zacinaji na 17 — tie mozu pokracovat Iubovolnym (n — 2)-cifernym ¢islom, ktorych je a,_o;

e tie, ¢o sa zaéinaji na 11 (a teda aj na 117) — tie mozu pokracovat lubovolnym (n — 3)-cifernym ¢islom,

ktorych je a,_3.
Tym sme ukézali, ze pre vSetky n > 4 plati
Ap = Ap—1 + Qp_9 + an_3. (1)
Teda
e ay=a3+as+a =7+4+2 =13,
® a5 =ayq+az+ay=13+7+ 4 = 24,
e ag=as+ag+az3=24+13+7=44.

Teda hladany pocet moznosti je 44.

Bonus 2. (1 bod) Napiste program, ktory nacita ¢islo n a vypise pocet vsetkych n-cifernych ¢isel
zlozenych z cifier 1 a 7, ktoré neobsahuju tri jednotky po sebe. Pocet udelenych bodov zavisi od
efektivity vdsho programu (teda pre ako velké n program vypiSe vysledok do par sekind). Nakolko
pocty moznosti st pre velké n dost velké, tak staci, ked vypisete zvysok vysledku po delenf éislom 109+
7. Spravnost vasho programu odovodnite (naroénost odovodnenia zdlezi od konkrétneho programu).




Programy mozeme zaloZif na rieSeniach z tlohy 3c). Najjednoduchsie je presjt vSetky moznosti a o kazdej
z nich overit, ¢i obsahuje 111. Tym zvlddneme daf spravny odpoved efektivne zhruba pre n < 20. Ten by
sa dal o nieco zefektivnit prehladdvanim s navratom.

Efektivne riesenie vak dostaneme tak, Ze vyuZijeme vztah , pomocou ktorého budeme postupne pocitat
hodnoty a,.

n = int(input())
a [None, 2, 4, 7]
for i in range(n - 3):
a.append(al-1] + a[-2] + a[-3]) # Nove a je sucet troch poslednych
print(aln])

Zaujamavostou je, Ze na toto rieSenie nepotrebujeme zoznam. Sta¢éi ndm pamiitat si v troch premennych
posledné tri hodnoty.
n = int(input())
a, b, c=2, 4, 7
for i in range(n - 3):
a, b, c=b, c, a+b+c
print(c)

Tento program je efektivny pre asi n < 300000. Jedinym problémom je, Ze pracuje s prili§ velkymi éislami.
Ked'ze ndm vsak zélezi len na zvysku po deleni éfslom p = 10° 4+ 7, tak ndm staci pamitaf si iba tieto
zvysky. Pri tom vyuzivame pravidlo (a + b) mod d = (a mod d + b mod d) mod d, teda ak chceme zistit
zvySok suctu, tak nam staci spocitat zvysky scitancov (a pripadne z neho este spravit zvysok).
n = int(input())
a, b, c=2, 4,7

for i in range(n - 3):

a, b, c=b, c, (a+Db+c) % (10xx9 + 7)
print(c)

Tento sposob riesenia kombinatorickych tloh sa vola rekuretny — spociva v tom, ze vysledok na tdlohu pre
n (pripadne aj viac premennych) vyjadrime pomocou vysledkov pre mensie hodnoty ako n. Na rovnakom
principe je zalozené aj pocitanie kombinaénych ¢isel z pravidiel Pascalovho trojuholnika.

Zaujimavostou este je, Ze existuje efektivnejSie rieSenie. N4§ algoritmus spociva v tom, Ze trojicu (a, b, c)
nahradime trojicou (b, c,a + b+ ¢). Na toto sa moézeme pozrief ako na isty typ funkcie (ktord kazdej trojici
priradi prave jednu inu trojicu). Dokonca ide o linedrnu funkciu. Budiici semester sa naucite, ze takéto
linedrne funkcie mozno vyjadrif pomocou nédsobenia matic. Ked chceme tito funkciu viackrat zopakovat,
tak z toho dostaneme umochnovanie matice, ktoré sa dd spravit vyrazne efektivnejsie.



