RieSenia 3. sady domacich iloh

Uloha 1

(2,5 boda) Maly Janko dostal na Vianoce magnetické pismenkd, ktoré obsahovali z kazdého z 26
pismen anglickej abecedy prave 5 identickych kusov. Kolko moZno z nich poskladat:

a) (0,4 b) 20-znakovych slov, ktoré obsahuji pit pismen a a z kazdého zo zvysnych pismen najviac
jedno;

b) (0,3 b) 5-znakovych slov, ktorych pismend su zoradené abecedne;

c) (1,5 b) 60-znakovych slov, ktorych pismend si zoradené abecedne?

d) (0,3 b) Oznaéme p pocet sposobov, ktorymi moze Janko vsetkych 130 pismen usporiadat do
kruhu, pricom sposoby, ktoré sa liSia len oto¢enim, povazujeme za rovnaké. Rozhodnite, ¢i je
¢islo

129!
(5!)26

mensie ako p, rovné p alebo vécsie ako p.

Vase tvrdenia zdovodnite. Pod slovom rozumieme lubovolni postupnost pismen. V tlohéch a) az c)
uved'te vysledok v ¢o najjednoduchsom tvare; moze to byt aj suma, ak sa uz nedd zjednodusit.

a) Vyberieme pozicie pre 5 pismen a: (250), potom na zvys$né z 15 pozicii mame postupe 25, 24, ... moznsoti,
teda spolu (250) - 2515 moznosti.

b) Znaky si prestavime ako 5 guliciek. Medzi ne umiestnime 25 pali¢iek, ktoré ndm rozdelenia gulicky
na 26 usekov: i-ty usek guliciek bude zodpovedaf i-tym pismendm z abecedy. Na tento vyber méme (350)
moznosti.

¢) Pouzijeme princip inklizie a exklizie. Nech M je mnozina 60-znakovych slov z pismen anglickej abecedy.
V rédmci nej nech je M; mnozina tych slov, ktoré obsdahuji i-te pismeno aspon 6-krat. Chceme vypocitat
‘M — (Ml UMsU---U M26)|, ¢o je podl’a PIE

> (=1)FS.

k=0

Pre vypocet Si potrebujeme zistit mohutnost prieniku fixnych & mnozin. To zodpoved4 slovam, v ktorych je
k fixnych pismen aspon 6-krat — tie rovno do slova umiestnime a ostane nam 60 — 6k znakov na umiestnenie.
Takéto slovo si, ako v predoslej ilohe, reprezentujeme 60 — 6k gulickami a 25 palickami, ktoré rozdelia
gulicky na 26 tsekov pre jednotlivé pismend, To nam dava (607%”5) moznosti. Moznosti nezavisia od

vyberu mnozin, preto sa kazdy z tychto poctov zapocita (2k6 )—krét. Spolu tak dostavame

i(_l)k<2:> <85256k:>'

k=0

d) Do radu pfsmena usporiadame 130!/(5!)?% sposobmi. Ked rozlozime kruh do radu, tak vieme takto do-
stat najviac 130 roznych postupnosti. Avsak napr. pre kruh ab...yzab...yzab...yzab...yzab...yz (ktory
mé napisant 5-krat abecedu za sebou) vieme rozlozit len 26 sposobmi. Takze ak berieme kruh za rad, tak
kazdi moznost zapoéitame viackrat, najviac 130-krét, ale niektoré menej. Preto, ked 130! vydelime ¢islom



130, ¢im dostaneme 129!/(5!)26. Delime vsak moc velkym ¢islom, preto dostaneme menej moznosti ako p.

Teda
129!
(5!)26 <P

Uloha 2

(1,5 boda) V zavislosti od nezaporného celého ¢isla n € N vypocitajte sumu
- n

> (k+1)-3"- <k>

k=0

(Vysledok uved'te v uzavretom tvare, teda bez sim, troch bodiek a pod.)

\.

UvaZzujme tilohu: Mdme triedu s n detmi a jednou ucitelkou. Chceme vybrat podmnozinu deti, ktord pojde
s ucitelkou na exkurziu, pricom kazdé diefa navstivi bud zdmok, mizeum, alebo kostol. Okrem toho jeden
Ucastnik vyletu (dieta alebo ucitelka) bude niest triedneho maskota. Kolkymi spésobmi moZzeme zostavit
takito vypravu?

1. rieSenie. Nech na vylet ide k € {0,...,n} deti. Mdme (}) moZznost{ na vyber, ktoré¢ diefa pojde. Kazdé
vybrané diefa méa a vyber tri atrakcie, teda spolu maji 3¥ moznsoti. Pre nosica maskota mame k + 1
moznosti. Tieto hodnoty vyndsobime a s¢itame cez vsetky k& € {0,...,n} ¢im dostdvame pocet moznosti
roviny pocitnej sume.

2. rieSenie Ak maskota nesie uéitelka: kazdé diefa m4 4 moznosti k vyletu: tri atrakcie a ostat doma. Ak
dieta nesie maskota, tak madme n moznosti na vyber, ktoré to bude. Toto dieta m4 na vyber 3 atrakcie a
zvysnych n — 1 det{ m4 na vyber 4 moznosti (vratane toho, Ze ostane doma). Toto nam ddva 4" +3-n 471,
Ked'Ze ide o rieSenie tej istej tlohy, tak sa musi tento po¢et moznosti rovnat hladanej sume.

Uloha 3

(1,5 boda) Nech n je kladné celé ¢fslo. Mame postupnost, ktord obsahuje v nejakom poradi ¢isla
0,1,...,2n, pricom ¢islo n sa nachddza uprostred. V jednom kroku vieme vziat stivisly usek postup-
nosti a prevratit jeho poradie. Dokazte, Ze pomocou 3n — 2 alebo menej krokov vieme &fsla zoradit
vzostupne, pricom pocas celého procesu zostane ¢islo n na svojom mieste.

Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou. Pre n = 1 mame postupnost bud (0, 1,2), ktord je uz uspo-
riadand, alebo (2,1, 0) ktort usporiadame otocenim celej postupnosti. ¢ize staci 1 = 3 -1 — 2 tah.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n — 1 a dokédzeme ho pre n (n > 2). Nech je ¢islo 0 na pozicii i a ¢islo
2n na pozicii j.

Aki<naj>n:
1. Otoc¢ime tsek od 0 po ¢ — presunieme 0 na zaciatok.
2. Otoc¢ime tsek od j po 2n — presunieme 2n na koniec.
Aki>naj<mn:

1. Otoc¢ime 1sek od 0 po j — presunieme 2n na zaciatok.



2. Otoc¢ime tsek od j po 2n — presunieme 0 na koniec

3. Otoc¢ime celt postupnost — 0 sa dostane na zaciatok a 2n na koniec. &fslo n je v strede tseku, takze sa
nepohne.

Aki<naj<mn
1. Otocime tsek od 0 po i — 0 sa posunie na zaciatok a 2n bude na j' (modze platit aj j' = j, ale nemusi).
2. Otoéime tsek od j po 2n — j. Cislo n je v strede tseku, takze sa nepohne.
3. Otoc¢ime tsek od 2n — j po 2n — ¢islo 2n presunieme z pozicie 2n — j na koniec.

Ak i >mn a j > n, tak postupujeme analogicky ako v predoslom pripade.

V kazdom pripade sme vykonali najviac tri kroky a presunuli sme ¢islo 0 na zaciatok a ¢islo 2n na koniec.
Strednym &fslom n sme nehybali — bud ho tsek vobec neobsahoval, alebo ho mal v strede. Na pozicidch 1
az 2n — 1 mame 2n — 1 ¢isel, preto podla indukéného predpokladu ich vieme zoradit na 3(n — 1) — 2 krokov
tak, aby prostredné ¢islo ostalo na mieste. (Po spravnosti by sme pre potreby indukéného kroku kazdé ¢islo
znizit o 1, aby sme mali ¢&isla od 0 a po usporiadani ich naspét zvysit.) Celkovo nam tak na usporiadanie
staci pouzit 3 + 3(n — 1) — 2 = 3n — 2 krokov, ¢o sme mali dokdzat.

Bonus. Toto rieSenie ndm zaroven opisuje aj algoritmus, ktorym vypiSeme vymeny. Priamoc¢iarym prelozenim
je napr. funkcia sort(a, beg, end), ktord utriedi zoznam a od pozicie beg po end a vypiSe pritom pouzité
vymeny. Najskor premiestnime najmensi a najvacsi prvok v zadanom rozsahu na prvé a posledné miesto.
Potom rekurzivne zavolame sort(a, beg + 1, end - 1), ¢o zodpoveda indukénému predpokladu. Mozno
ju vSak implementovat aj bez rekurzie, jednoduchym cyklom.

T4to tiloha bola ingpirovana tilohou A-I-1 z 37. ro¢nika OI, ktorej rieSenie mozno néjst tu.
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