
Riešenia 3. sady domácich úloh

Úloha 1

(2,5 boda) Malý Janko dostal na Vianoce magnetické ṕısmenká, ktoré obsahovali z každého z 26
ṕısmen anglickej abecedy práve 5 identických kusov. Kol’ko možno z nich poskladat’:

a) (0,4 b) 20-znakových slov, ktoré obsahujú pät’ ṕısmen a a z každého zo zvyšných ṕısmen najviac
jedno;

b) (0,3 b) 5-znakových slov, ktorých ṕısmená sú zoradené abecedne;

c) (1,5 b) 60-znakových slov, ktorých ṕısmená sú zoradené abecedne?

d) (0,3 b) Označme p počet spôsobov, ktorými môže Janko všetkých 130 ṕısmen usporiadat’ do
kruhu, pričom spôsoby, ktoré sa ĺı̌sia len otočeńım, považujeme za rovnaké. Rozhodnite, či je
č́ıslo

129!

(5!)26

menšie ako p, rovné p alebo väčšie ako p.

Vaše tvrdenia zdôvodnite. Pod slovom rozumieme l’ubovol’nú postupnost’ ṕısmen. V úlohách a) až c)
uved’te výsledok v čo najjednoduchšom tvare; môže to byt’ aj suma, ak sa už nedá zjednodušit’.

a) Vyberieme poźıcie pre 5 ṕısmen a:
(
20
5

)
, potom na zvyšné z 15 poźıcíı máme postupe 25, 24, . . . možnsot́ı,

teda spolu
(
20
5

)
· 2515 možnost́ı.

b) Znaky si prestav́ıme ako 5 guličiek. Medzi ne umiestnime 25 paličiek, ktoré nám rozdelenia guličky
na 26 úsekov: i-ty úsek guličiek bude zodpovedat’ i-tym ṕısmenám z abecedy. Na tento výber máme

(
30
5

)
možnost́ı.

c) Použijeme prinćıp inklúzie a exklúzie. Nech M je množina 60-znakových slov z ṕısmen anglickej abecedy.
V rámci nej nech je Mi množina tých slov, ktoré obsdahujú i-te ṕısmeno aspoň 6-krát. Chceme vypoč́ıtat’

|M − (M1 ∪M2 ∪ · · · ∪M26)|, čo je podl’a PIE ∑
k=0

(−1)kSk.

Pre výpočet Sk potrebujeme zistit’ mohutnost’ prieniku fixných k množ́ın. To zodpovedá slovám, v ktorých je
k fixných ṕısmen aspoň 6-krát – tie rovno do slova umiestnime a ostane nám 60−6k znakov na umiestnenie.
Takéto slovo si, ako v predošlej úlohe, reprezentujeme 60 − 6k guličkami a 25 paličkami, ktoré rozdelia
guličky na 26 úsekov pre jednotlivé ṕısmená, To nám dáva

(
60−6k+25

25

)
možnost́ı. Možnosti nezávisia od

výberu množ́ın, preto sa každý z týchto počtov započ́ıta
(
26
k

)
-krát. Spolu tak dostávame

26∑
k=0

(−1)k
(
26

k

)(
85− 6k

25

)
.

d) Do radu ṕısmená usporiadame 130!/(5!)26 spôsobmi. Ked’ rozlož́ıme kruh do radu, tak vieme takto do-
stat’ najviac 130 rôznych postupnost́ı. Avšak napr. pre kruh ab . . . yzab . . . yzab . . . yzab . . . yzab . . . yz (ktorý
má naṕısanú 5-krát abecedu za sebou) vieme rozložit’ len 26 spôsobmi. Takže ak berieme kruh za rad, tak
každú možnost’ započ́ıtame viackrát, najviac 130-krát, ale niektoré menej. Preto, ked’ 130! vydeĺıme č́ıslom



130, č́ım dostaneme 129!/(5!)26. Deĺıme však moc vel’kým č́ıslom, preto dostaneme menej možnost́ı ako p.
Teda

129!

(5!)26
< p.

Úloha 2

(1,5 boda) V závislosti od nezáporného celého č́ısla n ∈ N vypoč́ıtajte sumu

n∑
k=0

(k + 1) · 3k ·
(
n

k

)
.

(Výsledok uved’te v uzavretom tvare, teda bez súm, troch bodiek a pod.)

Uvažujme úlohu: Máme triedu s n det’mi a jednou učitel’kou. Chceme vybrat’ podmnožinu det́ı, ktorá pôjde
s učitel’kou na exkurziu, pričom každé diet’a navšt́ıvi bud’ zámok, múzeum, alebo kostol. Okrem toho jeden
účastńık výletu (diet’a alebo učitel’ka) bude niest’ triedneho maskota. Kol’kými spôsobmi môžeme zostavit’

takúto výpravu?

1. riešenie. Nech na výlet ide k ∈ {0, . . . , n} det́ı. Máme
(
n
k

)
možnost́ı na výber, ktoré diet’a pôjde. Každé

vybrané diet’a má a výber tri atrakcie, teda spolu majú 3k možnsot́ı. Pre nosiča maskota máme k + 1
možnost́ı. Tieto hodnoty vynásob́ıme a sč́ıtame cez všetky k ∈ {0, . . . , n} č́ım dostávame počet možnost́ı
rovný poč́ıtnej sume.

2. riešenie Ak maskota nesie učitel’ka: každé diet’a má 4 možnosti k výletu: tri atrakcie a ostat’ doma. Ak
diet’a nesie maskota, tak máme n možnost́ı na výber, ktoré to bude. Toto diet’a má na výber 3 atrakcie a
zvyšných n−1 det́ı má na výber 4 možnosti (vrátane toho, že ostane doma). Toto nám dáva 4n+3 ·n ·4n−1.
Ked’že ide o riešenie tej istej úlohy, tak sa muśı tento počet možnost́ı rovnat’ hl’adanej sume.

Úloha 3

(1,5 boda) Nech n je kladné celé č́ıslo. Máme postupnost’, ktorá obsahuje v nejakom porad́ı č́ısla
0, 1, . . . , 2n, pričom č́ıslo n sa nachádza uprostred. V jednom kroku vieme vziat’ súvislý úsek postup-
nosti a prevrátit’ jeho poradie. Dokážte, že pomocou 3n − 2 alebo menej krokov vieme č́ısla zoradit’

vzostupne, pričom počas celého procesu zostane č́ıslo n na svojom mieste.

Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou. Pre n = 1 máme postupnost’ bud’ (0, 1, 2), ktorá je už uspo-
riadaná, alebo (2, 1, 0) ktorú usporiadame otočeńım celej postupnosti. čiže stač́ı 1 = 3 · 1− 2 t’ah.

Predpokladajme, že tvrdenie plat́ı pre n− 1 a dokážeme ho pre n (n ≥ 2). Nech je č́ıslo 0 na poźıcii i a č́ıslo
2n na poźıcii j.

Ak i < n a j > n:

1. Otoč́ıme úsek od 0 po i – presunieme 0 na začiatok.

2. Otoč́ıme úsek od j po 2n – presunieme 2n na koniec.

Ak i > n a j < n:

1. Otoč́ıme úsek od 0 po j – presunieme 2n na začiatok.



2. Otoč́ıme úsek od j po 2n – presunieme 0 na koniec

3. Otoč́ıme celú postupnost’ – 0 sa dostane na začiatok a 2n na koniec. č́ıslo n je v strede úseku, takže sa
nepohne.

Ak i < n a j < n:

1. Otoč́ıme úsek od 0 po i – 0 sa posunie na začiatok a 2n bude na j′ (môže platit’ aj j′ = j, ale nemuśı).

2. Otoč́ıme úsek od j po 2n− j. Č́ıslo n je v strede úseku, takže sa nepohne.

3. Otoč́ıme úsek od 2n− j po 2n – č́ıslo 2n presunieme z poźıcie 2n− j na koniec.

Ak i > n a j > n, tak postupujeme analogicky ako v predošlom pŕıpade.

V každom pŕıpade sme vykonali najviac tri kroky a presunuli sme č́ıslo 0 na začiatok a č́ıslo 2n na koniec.
Stredným č́ıslom n sme nehýbali – bud’ ho úsek vôbec neobsahoval, alebo ho mal v strede. Na poźıciách 1
až 2n− 1 máme 2n− 1 č́ısel, preto podl’a indukčného predpokladu ich vieme zoradit’ na 3(n− 1)− 2 krokov
tak, aby prostredné č́ıslo ostalo na mieste. (Po správnosti by sme pre potreby indukčného kroku každé č́ıslo
zńıžit’ o 1, aby sme mali č́ısla od 0 a po usporiadańı ich naspät’ zvýšit’.) Celkovo nám tak na usporiadanie
stač́ı použit’ 3 + 3(n− 1)− 2 = 3n− 2 krokov, čo sme mali dokázat’.

Bonus. Toto riešenie nám zároveň opisuje aj algoritmus, ktorým vyṕı̌seme výmeny. Priamočiarym preložeńım
je napr. funkcia sort(a, beg, end), ktorá utriedi zoznam a od poźıcie beg po end a vyṕı̌se pritom použité
výmeny. Najskôr premiestnime najmenš́ı a najväčš́ı prvok v zadanom rozsahu na prvé a posledné miesto.
Potom rekurźıvne zavoláme sort(a, beg + 1, end - 1), čo zodpovedá indukčnému predpokladu. Možno
ju však implementovat’ aj bez rekurzie, jednoduchým cyklom.

Táto úloha bola inšpirovaná úlohou A-I-1 z 37. ročńıka OI, ktorej riešenie možno nájst’ tu.

https://oi.sk/archiv/2021/sl-2021-1-zad-A.pdf
https://oi.sk/archiv/2021/sl-2021-1-vzo-A.pdf

