RieSenia 4. sady domacich iloh

Uloha 1

(1,5 bodu) Dokézte, ze relacia
R= {(a,b) €7t X7 3k e Z: % :2’€}

je relaciou ekvivalencie a popiste rozklad, ktory indukuje.

Reflexivnost. Reldcia R je reflexivna, lebo pre kazdé a € ZT plati a/a =2 a 0 € Z.

Symetrickost. Reldcia R je symetrickd, lebo pre kazdé a, b € ZT plati
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kedze —k € Z.

Tranzitivnost. Reldcia R je tranzitivna, lebo pre kazdé a, b, ¢ € Z™ plati
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kedze k + ¢ € Z.

Teda reldcia R je relaciou ekvivalencie na Z™T.

Rozklad. Najprv uréime, ako vyzera trieda R[n] obsahujiica n € Z*. T4 obsahuje vietky také ¢isla a, pre
ktoré plati aRb < Ik € Z: a/n = 2F & Ik € Z: a = n - 2F. Teda &islo n je v triede so vietkymi kladnymi
celymi ¢islami v tvare n - 2% pre nejaké celé éfslo k.

Pod'me vypisovat triedy postupne:

R[] ={1,2,4,8,16,...} = {2¥; k e N},

R[3] = {3,6,12,24,...} = {3- 2% k e N},
R[5] = {5,10,20,40,...} = {5- 2%, k e N},
R[7] = {7,14,28,56,...} = {7- 2%, k € N},
R[9] = {9,18,36,72,...} ={9- 2%, ke N},



Novii triedu vytvdrame len vtedy, ked treba. Preto sme vynechali R[2], kedze 2 € R[1], triedu R[6] sme
vynechali, lebo 6 € R[3] a podobne dalej. Takto si v§imneme, Ze novu triedu treba vytvorit pre kazdé
nepéarne &islo. Pre nepérne éislo n je éslo n - 2% kladné celé prave vtedy, ked k € N = {0,1,2,...}. Rozklad
indukovany reladciou R teda pozostava z tried

Rn] ={n 2%, ke N} pre kazdé neparne prirodzené ¢&islo n.
Formalne zapisané, hladany rozklad je

{{n-2% keN}; neNA2|n}.

Z prednasky vieme, Ze uvazujeme triedu R[n] pre kazdé n € ZT, tak dostaneme rozklad Z*. Takto vsak
mame viaceré triedy uvedeni viackrat, ¢o ndm nedédva uplni informéciu o rozklade. Preto sme sa obmedzili
na to, ze uvazujeme len nepdrne ¢isla n. Aby sme dokézali, ze tento rozklad je spravny, tak ndm ostdva
ukézat, Ze tymto obmedzenim na nepéarne ¢&isla dostaneme kazdu triedu rozkladu prave raz.

1. Ak su a, b rozne nepdrne ¢isla, tak neplati aRb: bez ujmy na vSeobecnosti nech a > b, potom a/b = 2k
aa/b> 1, teda k > 0 — potom viak a = 2¥ - b, teda a by bolo péarne; spor. Preto a, b st v inych
triedach, ¢ize ziadnu triedu sme neuviedli zbyto¢ne dvakrat.

2. Uké4zeme, Ze kazdé kladné celé &islo a je vo vzfahu s nejakym nepdrnym éislom. Nech n je siéin
vietkych neparnych prvoéisel z prvociselného rozkladu &fsla a. Potom podiel a/n bude obsahovat len
prvoéisla 2, teda bude rovny 2% pre nejaké celé k. Preto kazdi triedu dostaneme prave raz.

Uloha 2

(1,5 bodu) Na intervale (1;00) definujeme reldciu C takd, ze x C y < (bz < y V o = y) pre vietky
z,y € (1;00). Rozhodnite, ¢i ide o relaciu usporiadania na (1;00). Ak dno, tak urcte vsetky jej
minimélne, najmensie, maximalne a najvécsie prvky. Vsetky tvrdenia dokazte.

Reflexivnost Relécia C, lebo pre kazdé a € (1;00) plati

a=a=5%<aVa=a=ala.

Antisymetrickost Reldcia C je antisymetrickd, lebo pre kazdé a,b € (1;00) plati

aCbAbLC a
4
(ba<bVa=bA(Bb<aVa=0b)
4

a=>bV(ba <bAbb<a).
Ked'Ze a, b st kladné, tak plati a < 5a, b < 5b. Preto ak plati 5a < b A 5b < a, tak plati
a <ba<b<bb<a,

teda a < a, ¢o je spor. Preto je vyrokova forma 5a < b A 5b < a vzdy nepravdivd, teda musi platit a = b.



Tranzitivnost Reldcia C je tranzitivna. Dokézeme, Ze pre kazdé a,b,c € (1;00) plati
(aCbADCc)=alec.

Pre a = b zjavne plati (a CaAaC ¢) = aC ca takisto pre b = ¢ plati (a TbAbLC b) = a C b. Preto vo
zvysku dokazu budeme predpokladat, ze a # b A b # c:

aCbAbLCc
U
(5a <bVa=0b)A(bb<cVb=c)
I a#bb#c

S5a <bAbBb<c
I b < 5b, lebo0 < b
ha < c

4

aCc.
Teda reldcia C je usporiadanim na mnozine (1;00). Pri uréovani vyznaénych prvkov vyuzijeme, Ze pre ostré
usporiadanie C vytvorené z usporiadania C plati z Cy < ((bz <yVz =y) Az #y) < br < y).
Minimadélne prvky su vsetky ¢isla z intervalu (1;5):

e Kazdé ¢islo z € (1;5) je minimalny prvok. Pre spor predpokladajme, Ze existuje a # x, pre ktoré plati
a C z, teda 5a < x. Potom a < z/5 < 5/5 = 1, teda a < 1, ¢o je spor. Teda od ¢isla x nemoze
existovat ostro mensie, preto je to minimalny prvok.

e Ziadne &slo > 5 nie je minimalnym prvkom, lebo plati

5 5
$xEx®5-%<w¢>5+x<2x®5<x

a taktiez (5 + x)/10 > (5 + 5)/10 > 1, teda ide o ¢&islo z intervalu (1;00). Tento bod vieme vsak
zdovodnit aj tak, ze si zvolime Tubovolné redlne &islo a € (1,z/5) — kedze x > 5, tak x/5 > 1 a medzi
Iubovolnymi dvoma redlnymi ¢islami existuje iné redlne ¢islo. Pre takto zvolené a plati 5a < x, teda
al x.

Najmensi prvok neexistuje, ked'Ze existuje viac minimdlnych prvkov (napr. 2 a 3).
Maximalny prvok neexistuje, nakolko pre kazdé x € (1;00) plati z C 6x < 5z < 6x < 5 < 6.

Najviési prvok neexistuje, nakolko neexistuje maximalny prvok.

Uloha 3

(2 body) O nasledovnych mnozindch rozhodnite a dokazte, ¢i su spocitatelné:

a) Mnozina A, ktora obsahuje vsetky postupnosti (a,)5>, prirodzenych cisel také, ze pre vsetky
celé n > 0 plati aspt1 > a9y a zdroven aspio < Aopt1-

b) Mnozina B, ktord obsahuje vsetky postupnosti (ar )52, prirodzenych ¢isel také, ze ag = 0 a pre
vSetky celé n > 2 sa ¢len a,, nachddza v uzavretom intervale, ktorého krajné body si a,_;1 a
an—2 (teda ag € (ag,a1), asz € {az,a1), ag € {az,as), ...).




Podiloha a)

Mnozina A je nespocitatelnd. Ukézeme to diagonalizdciou. Cize pre spor, nech A je spocitatelnd, takze
kazdej postupnosti z A vieme priradit jednozna¢né prirodzené ¢islo. To znamen4, Ze mame bijekciu z N do

A takd, ze ¢islo 0 sa zobrazi do postupnosti ag s prvkami ag, ao,1, @o,2, - - ., ¢islo 1 sa zobrazi do postupnosti
a1 s prvkami aj,a1,1,a12,... a tak dalej. Cheeli by sme vytvorit taki postupnost p, ktord sa medzi nimi
nenachadza.
0 < a0 < ap1 > ap2 < apz =>--
1 & a1 < a0 2 a1 < a13 > -
< asp < a1l 2 a2 < azz > -
r < p < p1 = p2 < p3 =

Ak to vSak budeme robit tplne bezhlavo, napriklad p; = a;; + 1, vyslednd postupnost nemusi splnat
podmienky nerovnosti, a teda ani patrit A. Aby sme vSak mohli povedat, Ze diagonalizdciou sme dosiahli
spor, musime néjst postupnost, ktord patri do mnozZiny A a nepriradili sme jej ziadne &islo.

Ako népad, ako branim ,diagondlnych®“ prvkov do postupnosti nepokazit nerovnosti, ndim moze prist, Ze
budeme brat kazdy druhy index v postupnosti p. Formdlne, pre vietky ¢ uréime pa;iy1 = aj2i+1 + 1. Tym
urc¢ite dosiahneme, Ze nasa postupnost sa bude aspoii v jednom prvku 1igit od Iubovolnej z o¢islovanych
postupnosti.

Este vSak nevieme, ¢o sa nachadza na prvkoch s parnymi indexami. Mohli by sme sa napriklad pozrief na
susedné prvky a dat tam mensi z nich. Tym by sme zrejme splnili podmienky nerovnosti. Ak sa ndm s tym
vak nechce babrat, mézeme na parne indexy dat aj samé nuly, lebo tie si mensie alebo rovné ako ¢okolvek
iné.

Dostali sme tak postupnost p, ktord patri do mnoziny A, no nemé priradené Ziadne prirodzené &islo — totiz
od postupnosti a; sa 1ii na indexe 27 + 1: pajt1 = ai2i+1 + 1 # a;2i+1. Tym sme dosli k sporu, a teda A je
nespocitatelnd.

Vysledny spor mozno najst aj takto. Ked'Ze je postupnost p v mnoZine A, tak m4 nejaké ¢islo. Nech teda
p = a;. Pre jej clen na indexe 2i+1 tak plati poi11 = @i 2i+1. AvSak poit1 = a;2i41+1, teda a; 2i41+1 = a; 2i+1,
¢ize 0 = 1, €o je spor.

Iné rieSenie. Nech P je mnoZina nekoneénych bindrnych postupnosti. Chceme ukdzat, Ze z P exis-
tuje injekcia do A, ¢ize |A| > |P| > |N|. Takouto injekciou moze byt napriklad f((ag,a1,az,...)) =
(ap,1,a1,1,as,1,...). Funkcia f je injekciou, lebo ked si vezmeme dva mozné obrazy, ktoré sa rovnaji,
¢ize (ag, 1,a1,1,a9,1,...) = (by,1,b1,1,b9,1,...), tak ag = by, a1 = by, a2 = ba,..., a teda aj postupnosti,
ktoré boli vzormi tychto obrazov, sa museli rovnat.

Podiloha b)

Mnozina B vsak uz spocitatelna je. VSimnime si, Ze po kazdom prvku sa ndm hodnota |a;+1 — a;| nezmeni
alebo zmensi. Navyse, ked'Ze je to prirodzené ¢islo, nemoze klesat donekoneéna, preto od nejakého momentu
bude platit |a;+1 — a;| = k pre nejaké konstantné k, a teda tato postupnost bude oscilovat medzi dvoma
¢lenmi.

V tejto tilohe mame teda dva stupne ,nekonecnej“ volnosti. Prvou je to, ako si zvolime ¢€len a1, druhou je to,
po kolkych ¢lenoch sa ndm postupnost zacykli. Mozeme teda rozdelif postupnosti v B podla tychto dvoch
ze mohutnost kazdej z mnozin By, , je koneénd, pretoze na prvych n miestach mdme nanajvys (a; + 1)"
moznost], ako postupnost méze vyzerat a potom uz vietky cleny st jednoznacéne urcené.

!Tento odhad je ovela vicsi, ako tych postupnosti v skutoénosti je, to ndm ale nevadi, my sme chceli len ukézat, ze ich je



No a nakoniec uz pouzijeme podobnt myslienku ako pri dvojiciach prirodzenych ¢&isel. Tieto mnoziny po-
stupnosti si ddme do tabulky. Teraz vieme robit to, Ze pdjdeme po diagondlach, ¢iZe najskor vymenujeme

vSetky prvky mnoziny By o, potom vSetky prvky mnoziny B o, Bo1, B2, B1,1, Bo.2, B3, atd. Tento proces
nikde nebude mat problém s tym, Ze by nepresiel na d'alsie policko, lebo vsetky mnoziny st koneéné, tym
padom sa ku vSetkym mnozindm dostaneme. V takomto poradi budeme priradovat prvkom &fsla 0,1,2,. ..,
¢im sme nasli bijekciu medzi B, N, a teda B je spocitatelna.

Pozndmka. Predosly odsek by sa dal struénejsie odargumentovat tak, ze mame [NxN| = |N| (¢ize spocitatelny
pocet) koneénych mnozin, a teda aj ich zjednotenie bude spocitatelné.

Uloha 4

(1,5 bodu) V triede je niekolko ziakov a mniektoré dvojice sa kamarétia (vzfah kamardtenia sa je
symetricky). Kazdy ziak mé aspon jedného kamarata. Celd trieda prisla na MatFyz, kde si kazdy
ziak vyberie prave jednu z prednasok: bud matematickd, alebo informatickd. Dokazete, ze (v kazdej
takejto triede) sa Zziaci vedia rozdelif na dve prednésky tak, aby kazdy ziak Z mal aspon jedného
kamarata, ktory sa zucastnil inej prednasky ako samotny ziak Z.

Bonus. (1,5 boda) Napiste program, ktory pre zadané kamarétstva v triede vypiSe rozdelenie studentov
dve prednésky. Zdovodnite (v pdf sibore alebo komentdroch), preco vas program vypiSe spravne roz-
delenie. V pripade, Ze program pisete podla dokazu z tlohy 4, tak staci len strucéne opisat sivis s
dokazom. Pri dobrom zdoévodneni nie je velmi doleZitd efektivnost programu.

Format vstupu. V prvom riadku vstupu si dve medzerou oddelené ¢isla n (pocet Studentov) a m (pocet
studentov, ktori sa kamarétia). Studentov éislujeme 0,1,...,n — 1. Nasleduje m dalsich riadkov, z
ktorych kazdy obsahuje dve medzerou oddelené ¢isla Studentov, ktori sa kamardtia. Je zarucené, ze
tieto kamaratstva spfﬁajﬁ podmienky z tlohy 4.

Formdt vystupu. Program vypise na vystup dva riadky, kazdy z nich bude obsahovat niekolko me-
dzerou oddelenych ¢isel Studentov. V prvom riadku budu Studenti, ktori sa zicastnia matematickej
prednasky, v druhom riadku ucastnici fyzikalnej. Program nesme vypisat ni¢ iné (ani veci typu ,Za-
dajte n, m:“).

Priklad vstupu Priklad vystupu
56 014

01 32

02
03
12
23
34

Ulohu si prelozime do tedrie grafov a v tomto jazyku budeme pisat aj rieSenia (v tilohe to vSak potrebné
nebolo). Mdme dokdzat, ze v kazdom graf s minimdlnym stupfiom aspon 1 vieme rozlozit vrcholy na dve
skupiny (mnoziny) tak, aby kazdy vrchol mal suseda v inej skupine.

konecne vela.



Ukézeme viac rieSeni. K viiéSine z nich aj uvedieme program, ktory bude priamociaro kopirovat uvedené
myslienky. Tieto programy aj ilustruji, ako mozno isty typ matematického dokazu prepisat do poéitacového
programu. Této tloha bola aj na to zvolend. Mnohé jej rieSenia opisovali algoritmus, ako vrcholy rozdelit
do skupin. Netreba vsak zabidat na to, Ze opis takéhoto algoritmu nie je tplny dokaz. Dolezitou sticatou je
aj zdovodnit, preco nas algoritmus néjde rozdelenie na skupiny, aké bolo pozadované v zadani.

Riesenie cez prechod hran

Budeme postupne prechddzat hranami a priradovat vrcholy do skupin. Pre kazdd hranu uv vykondme
nasledovné:

(i) Ak ziaden z vrcholov u, v nie je priradeny v skupine, tak vrchol u ddme do Ay a vrchol v ddme do A;.

(ii) Nech prave jeden z vrcholov priradeny v skupine, bez ujmy na veobecnosti, nech to je u a nech je v
skupine 4;. Potom vrchol v priradime do opaé¢nej skupiny (teda A;_;).

(iii) Ak oba vrcholy u, v si uz v skupine, tak ni¢ nerobime.

Pri tomto prechddzani vrcholmi zabezpecujeme dolezitti vlastnost:
Ak m4 vrchol priradent skupinu, tak mé suseda v druhej skupine. *)

Skupiny prirad ujeme len v pripadoch (i) a (ii), kde vlastnost (*) zjavne dodrzujeme. Ked'ze kazdy vrchol je
incidentny s aspoii jednou hranou, objavi sa pri spracovdvani hran, a teda dostane skupinu. Kedze kazdy
vrchol priradime do skupiny a dodrzime vlastnost (*), tak tym ziskame pozadované rozdelenie.

Poznamka. Ak by sme chceli byt velmi formalny, tak tito ideu mozno spisat aj matematickou indukciou.
Mohli by sme v nej dokdzat nasledovné tvrdenie: ,Pre kazdé celé m > 0 plati: pre kazdy graf s m hranami
plati, ze jeho vrcholy stupiia aspoii 1 mozno rozdelif do dvoch skupin tak, aby kazdy vrchol mal suseda v
inej skupine ako je on sam.“

Program Podla toho rieSenia vieme napisat aj velmi jednoduchy a efektivny program, ktorym vyrieSime
bonus. Skupiny pre vrcholy si budeme pamétat v zozname group, kde —1 znamen4 nenastavent skupinu, 0
matematiku a 1 informatiku.

n, m = map(int, input().split())
# skupina pre kazdy vrchol: O alebo 1, resp. -1, ak este nie je nastavena
group = [-1] * n
for i in range(m):
u, v = map(int, input().split())

if group[u] == -1 and group[v] == -1:
# pripad (i)
group[u] = 0
group[v] = 1

elif group[u] == -1:

# pripad (ii) - iba vrchol u nie je v skupine: dame mu opacnu skupinu od v
group[u] = 1 - groupl[v]

elif groupl[v] == -1:
# pripad (ii) - iba vrchol v nie je v skupine: dame mu opacnu od u
group[v] = 1 - group[u]

# Teraz len vypiseme skupiny
print(*(v for v in range(n) if grouplv] == 0))
print(*(v for v in range(n) if grouplv] == 1))



Riesenie cez striedavé predavanie susedov

Tvrdenie dokdzeme pre kazdy komponent stvislosti zv14st. Dalej nédjdeme teda uvazovat komponent stvislosti
K nésho grafu. Dve skupiny, na ktoré budeme rozdelovat vrcholy, budeme oznacovat M a I.

Za¢neme s lubovolnym vrcholom, oznaéime si ho v a ddme ho do mnoziny M. Mnozinu jeho susedov ozna¢ime
S1 a tych ddme do mnoziny I. Potom sa pozrieme na vSetkych susedov vrcholov z mnoziny Si, ktori este
nie st zradeni a tych ozna¢ime So a priddme ich do M. Takto budeme pokracovat d'alej, dokym neminieme
v8etky vrcholy uvazovaného komponentu suvislosti.

Presne vyjadrené, na zac¢iatok uvazujeme mnozinu Sy = {v} pre Iubovolne vybrany vrchol komponentu K.
Pre celé ¢ > 0 definujeme mnozinu S; ako mnozinu vsetkych vrcholov, ktoré susedia s nejakym vrcholom
z mnoziny S;_1 a nenachddzaju sa v ziadnej predoslych mnozin Sp, Si,...,S;—2. (Alternativne mozno S;
definovat ako mnozinu vrcholov, ktorych najkratsia cesta z nich do vrcholu v mé dizku presne 1i.)

Vrcholy potom rozdelime takto: M = Sy USeUSsU..., I =57US3US5U..., teda do M pridame vrcholy
z mnozin §; s parnym indexom, do I s neparnym.

Teraz zdovodnime, Ze toto rozdelenie spiﬁa podmienku zo zadania: Vrchol v ma stupen aspon 1, teda ma
suseda v mnozine S, ktory je v inej skupine. Kazdy d'als{ vrchol je spojeny cestou s vrcholom v (kedZe sme
v komponente sivislosti), preto sa objavi v nejakej mnozine S; (i > 0, lebo uvazujeme vrchol roézny od v).
Tam sa vSak objavil ako sused nejakého vrchola z S;_1, ¢o je jeho sused z inej skupiny.

Program. Grafsireprezeuntujeme ako zoznam susedov — v zozname si pamétame pre kazdy vrchol zoznam
jeho susedov. Hladanie rozdelenia robime podla opisaného riesenia, ako je vysvetlené komentarmi. Z toho
vyplyva spravnost programu. Mnozinu S; reprezentujeme ako zoznam S[i] a vsetky tieto zoznamy budu v
zozname S.

n, m = map(int, input().split())

graph = [[] for v in range(n)]

for i in range(m):
u, v = map(int, input().split())
graph [u] . append (v)
graph [v] .append (u)

group = [-1] * n

# Tymto cyklom zabezpecime prechod cez vsetky komponenty. Vzdy ked najdeme vrchol bez skupiny, tak
# ho zvolime ako pociatocny vrchol pre spracovanie komponentu. Potom vsetky vrcholy jeho komponentu
# uz budu mat nastavenu skupinu a pri dalsom spracovavani ich preskocime.

for v in range(n):

if group[-1] != -1:
continue

group[v] = 0

S = [[0]] # teda S[0] = [0]

i=0

while len(S[i]) > O:
S.append([]) # pridame zoznam S[i + 1]
# Pre kazdy vrchol u v zozname S[i] si prejdeme jeho susedov
for u in S[i]:
for sused in graphl[u]:
if group[sused] == -1:
# Pokial sused este nema skupinu, pridame ho do opacnej skupiny
group[sused] = 1 - groupl[ul
# a pridame ho do zoznamu S[i + 1], aby sme ho mohli spracovat v dalsom kroku
S[i + 1].append(sused)
# Kedze ku kazdemu vrcholu sa raz dostaneme, tak niekedy pri spracovavani S[i] budu vsetky
# vrcholy v nejakej skupine, teda S[i + 1] bude prazdne
i+=1

Dvojrozmerny zoznam S sme pouzili, aby sme lepsie ilustrovali znacenie v dokaze. V programe sme si vSak
nepotrebovali pamiitat vsetky ,vrstvy“ susedov. V praxi sa na takéto ticely pouZiva jednoduchy zoznam,



resp. eSte lepSie dequeue z modulu collections, do ktorého priddvame susedov na koniec a vyberdme zo
zaciatku, ked ich spracovévame.

Dokaz cez kostru

Tvrdenie dokéZeme pre kazdy komponent stvislosti zvlast. Uvazujme teda komponent stvislosti K nasho
grafu. Ked'ze kazdy vrchol v K md stupeti aspon 1, tak K m4 aspon dva vrcholy. Ked'ze je K stvisly, tak
ma kostru. Kostra je strom, teda neobsahuje cykly, Specidlne, neobsahuje cykly neparnej diiky. Preto je
kostra bipartitny graf. Ozna¢me jej particie ako A a B. KedZe kostra je stivisld a m4 aspoii dva vrcholy, tak
kazdy vrchol z mnoZiny A m4 suseda, ktory z definicie bipartitného grafu musi byt v particii B. Rovnako
aj kazdy vrchol z B musi mat suseda v A. Tym sme ukdzali, Ze rozdelenie vrcholov na mnoZiny A a B je
nase hladané rozdelenie, pri ktorom m4 kazdy vrchol suseda v druhej skupine.

Dokaz matematickou indukciou

Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou podla poétu vrcholov grafu G, ktory si oznac¢ime n. Teda
presnejsie dokazujeme vyrok: ,Pre kazdé celé n > 2 plati: V kazdom grafe s minimédlnym stupnom aspon
1 mozno rozdelit jeho vrcholy do dvoch skupin tak, aby kazdy vrchol mal suseda v inej skupine ako je on
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Saln.

Béaza. Pren =0, teda prazdny graf, tvrdenie zjavne plati (vSeobecne kvantifikujeme cez prazdnu mnozinu
vrcholov).

Indukény krok Uvazujme teraz n > 0. Predpokladajme, ze kazdy graf G s menej ako n vrcholmi a
5(G) > 1 mozno rozdelit podla zadania. Tvrdenie dokdzeme teraz pre m. Nech H je graf, ktory ma n
vrcholov a §(H) > 1. Nech v je vrchol grafu G s minimalnym stupriom. Ak graf H — v (ktory mé n — 1
vrcholov) mé minimdlny stupen aspon 1, tak podla indukéného predpokladu mozno rozdelit jeho vrcholy
do dvoch skupin tak, aby kazdy jeho vrchol mal suseda v inej ako jeho skupine. Vrchol v mé v grafe H — v
aspon jedného suseda u. Na zdklade toho vrchol v ddme do inej skupiny, ako v ktorej je vrchol u. Tym
zarucime, ze aj vrchol v mé suseda v inej skupine ako je on sam.

Nech teda graf H — v ma minimélny stupen 0 a nech tento stupenn 0 ma vrchol u. Odstranenim vrchola v z
grafu H sme z vrchola u odstranili najviac jednu hranu. Preto vrchol v musel mat v grafe H stupen 1. To
znamend, Ze minimalny stupen grafu H musi byt 1, a teda aj stupeii vrchola v je 1. To znamen4, Ze v grafe
H je vrchol v spojeny len s vrcholom w. Preto vrchol u je jediny, ktory mé stupen 0 v grafe H — v. Preto
graf H — {v,u} m& minimélny stupen asponl 1 a n — 2 < n vrcholov, a teda podla indukéného predpokladu
mozno jeho vrcholy poZadovane rozdelit. Vrcholy u, v rozdelime do dvoch roéznych skupin. Takto dostdvame
opit vyhovujiice rozdelenie vrcholov na dve skupiny.

Uk4zali sme, Ze v oboch pripadoch vieme rozdelit vrcholy grafu H a tym je dokaz indukciou ukonéeny.

Program. Tento dokaz prepiseme do programu, ktory bude riesit bonusovi tlohu. Graf reprezentujeme
tak, ze pre kazdy jeho vrchol si v slovniku paméatdme mnozinu jeho susedov. Priradenie do skupin reprezen-
tujeme tiez slovnikom, ktory kazdému vrcholu grafu priradi 0 (matematika) alebo 1 (informatika). Program
sme napisali tak, aby ¢o najvernejsie kopiroval tivahy, ktoré sme robili v nasom dokaze. Preto spravnost
tohto programu vyplyva z uvedeného dokazu indukciou. Upozoriiujeme vsak, ze tento program je napisany
po viacerych strankach neefektivne.

from copy import deepcopy
n, m = map(int, input().split())

graph = {v: set() for v in range(n)}
for i in range(m):



u, v = map(int, input().split())
graph [u] .add (v)
graph[v] .add (u)

# Funkcia, ktora dostane graf s min. stupnom aspon 1
# a vrati dict, ktory pre kazdy vrchol obsahuje skupinu O alebo 1 tak,
# aby kazdy vrchol mal suseda v inej skupine ako je on sam.
def divide(H):
# Ak mame prazdny graf, tak netreba rozdelovat ziadne vrcholy
if len(H) ==
return {}

# V opacnom pripade najdeme vrchol s min. stupnom
v = None
for x in H:
if v is None or len(H[x]) < len(H[v]):
vV =x

# Odstranime z grafu H vrchol v
G = deepcopy(H)
for x in G[v]:
G[x] .remove(v)
del G[v]

u = next(iter(H[v])) # lubovolny sused vrchola v
if len(H[v]) == 1 and len(G[u]) == O:
# Pripad, kedy v je spojeny iba s jednym vrcholom: u
# Odstranime aj vrchol v
del G[ul
# rekurzivne sa zavolame na mensi graf (s o 2 menej vrcholmi) = pouzitie IP
solution = divide(G)
# rozdelime vrcholy u a v
solution[u] = 0
solution[v] = 1
else:
# V opacnom pripade mame graf G s min. stupnom aspon 1,
# mozeme sa rekurzivne zavolat (pouzit IP)
solution = divide(G)
# vrchol v dame do opacnej skupiny ako jeho sused v
solution[v] = 1 - solution[u]

return solution
solution = divide(graph)

print (*(v for v in solution if solution[v] == 0))
print (*(v for v in solution if solution[v] 1))



