
Riešenia 4. sady domácich úloh

Úloha 1

(1,5 bodu) Dokážte, že relácia

R =
{
(a, b) ∈ Z+ × Z+; ∃k ∈ Z :

a

b
= 2k

}
je reláciou ekvivalencie a poṕı̌ste rozklad, ktorý indukuje.

Reflex́ıvnost’. Relácia R je reflex́ıvna, lebo pre každé a ∈ Z+ plat́ı a/a = 20 a 0 ∈ Z.

Symetrickost’. Relácia R je symetrická, lebo pre každé a, b ∈ Z+ plat́ı

aRB ⇒ ∃k ∈ Z :
a

b
= 2k ⇒ a

b
= 2k ⇒ b

a
= 2−k ⇒ bRa,

ked’že −k ∈ Z.

Tranzit́ıvnost’. Relácia R je tranzit́ıvna, lebo pre každé a, b, c ∈ Z+ plat́ı

aRb ∧ bRc

⇓
a

b
= 2k ∧ b

c
= 2ℓ, pre nejaké k, ℓ ∈ Z

⇓
a

c
=

a

b
· b
c
= 2k · 2ℓ = 2k+ℓ

⇓
aRc,

ked’že k + ℓ ∈ Z.

Teda relácia R je reláciou ekvivalencie na Z+.

Rozklad. Najprv urč́ıme, ako vyzerá trieda R[n] obsahujúca n ∈ Z+. Tá obsahuje všetky také č́ısla a, pre
ktoré plat́ı aRb ⇔ ∃k ∈ Z : a/n = 2k ⇔ ∃k ∈ Z : a = n · 2k. Teda č́ıslo n je v triede so všetkými kladnými
celými č́ıslami v tvare n · 2k pre nejaké celé č́ıslo k.

Pod’me vypisovat’ triedy postupne:

R[1] = {1, 2, 4, 8, 16, . . . } = {2k; k ∈ N},
R[3] = {3, 6, 12, 24, . . . } = {3 · 2k; k ∈ N},
R[5] = {5, 10, 20, 40, . . . } = {5 · 2k; k ∈ N},
R[7] = {7, 14, 28, 56, . . . } = {7 · 2k; k ∈ N},
R[9] = {9, 18, 36, 72, . . . } = {9 · 2k; k ∈ N},

...



Novú triedu vytvárame len vtedy, ked’ treba. Preto sme vynechali R[2], ked’že 2 ∈ R[1], triedu R[6] sme
vynechali, lebo 6 ∈ R[3] a podobne d’alej. Takto si všimneme, že novú triedu treba vytvorit’ pre každé
nepárne č́ıslo. Pre nepárne č́ıslo n je č́ıslo n · 2k kladná celé práve vtedy, ked’ k ∈ N = {0, 1, 2, . . . }. Rozklad
indukovaný reláciou R teda pozostáva z tried

R[n] = {n · 2k; k ∈ N} pre každé nepárne prirodzené č́ıslo n.

Formálne zaṕısané, hl’adaný rozklad je

{{n · 2k; k ∈ N}; n ∈ N ∧ 2 | n}.

Z prednášky vieme, že uvažujeme triedu R[n] pre každé n ∈ Z+, tak dostaneme rozklad Z+. Takto však
máme viaceré triedy uvedeńı viackrát, čo nám nedáva úplnú informáciu o rozklade. Preto sme sa obmedzili
na to, že uvažujeme len nepárne č́ısla n. Aby sme dokázali, že tento rozklad je správny, tak nám ostáva
ukázat’, že týmto obmedzeńım na nepárne č́ısla dostaneme každú triedu rozkladu práve raz.

1. Ak sú a, b rôzne nepárne č́ısla, tak neplat́ı aRb: bez ujmy na všeobecnosti nech a > b, potom a/b = 2k

a a/b > 1, teda k ≥ 0 – potom však a = 2k · b, teda a by bolo párne; spor. Preto a, b sú v iných
triedach, čiže žiadnu triedu sme neuviedli zbytočne dvakrát.

2. Ukážeme, že každé kladné celé č́ıslo a je vo vzt’ahu s nejakým nepárnym č́ıslom. Nech n je súčin
všetkých nepárnych prvoč́ısel z prvoč́ıselného rozkladu č́ısla a. Potom podiel a/n bude obsahovat’ len
prvoč́ısla 2, teda bude rovný 2k pre nejaké celé k. Preto každú triedu dostaneme práve raz.

Úloha 2

(1,5 bodu) Na intervale (1;∞) definujeme reláciu ⊑ takú, že x ⊑ y ⇔ (5x < y ∨ x = y) pre všetky
x, y ∈ (1;∞). Rozhodnite, či ide o reláciu usporiadania na (1;∞). Ak áno, tak určte všetky jej
minimálne, najmenšie, maximálne a najväčšie prvky. Všetky tvrdenia dokážte.

Reflex́ıvnost’ Relácia ⊑, lebo pre každé a ∈ (1;∞) plat́ı

a = a ⇒ 5a < a ∨ a = a ⇒ a ⊑ a.

Antisymetrickost’ Relácia ⊑ je antisymetrická, lebo pre každé a, b ∈ (1;∞) plat́ı

a ⊑ b ∧ b ⊑ a

⇓
(5a < b ∨ a = b) ∧ (5b < a ∨ a = b)

⇓
a = b ∨ (5a < b ∧ 5b < a).

Ked’že a, b sú kladné, tak plat́ı a < 5a, b < 5b. Preto ak plat́ı 5a < b ∧ 5b < a, tak plat́ı

a < 5a < b < 5b < a,

teda a < a, čo je spor. Preto je výroková forma 5a < b ∧ 5b < a vždy nepravdivá, teda muśı platit’ a = b.



Tranzit́ıvnost’ Relácia ⊑ je tranzit́ıvna. Dokážeme, že pre každé a, b, c ∈ (1;∞) plat́ı

(a ⊑ b ∧ b ⊑ c) ⇒ a ⊑ c.

Pre a = b zjavne plat́ı (a ⊑ a ∧ a ⊑ c) ⇒ a ⊑ c a takisto pre b = c plat́ı (a ⊑ b ∧ b ⊑ b) ⇒ a ⊑ b. Preto vo
zvyšku dôkazu budeme predpokladat’, že a ̸= b ∧ b ̸= c:

a ⊑ b ∧ b ⊑ c

⇓
(5a < b ∨ a = b) ∧ (5b < c ∨ b = c)

⇓ a ̸= b, b ̸= c

5a < b ∧ 5b < c

⇓ b < 5b, lebo0 < b

5a < c

⇓
a ⊑ c.

Teda relácia ⊑ je usporiadańım na množine (1;∞). Pri určovańı význačných prvkov využijeme, že pre ostré
usporiadanie ⊏ vytvorené z usporiadania ⊑ plat́ı x ⊏ y ⇔ ((5x < y ∨ x = y) ∧ x ̸= y) ⇔ 5x < y).

Minimálne prvky sú všetky č́ısla z intervalu (1; 5⟩:

• Každé č́ıslo x ∈ (1; 5⟩ je minimálny prvok. Pre spor predpokladajme, že existuje a ̸= x, pre ktoré plat́ı
a ⊏ x, teda 5a < x. Potom a < x/5 ≤ 5/5 = 1, teda a < 1, čo je spor. Teda od č́ısla x nemôže
existovat’ ostro menšie, preto je to minimálny prvok.

• Žiadne č́ıslo x > 5 nie je minimálnym prvkom, lebo plat́ı

5 + x

10
⊏ x ⇔ 5 · 5 + x

10
< x ⇔ 5 + x < 2x ⇔ 5 < x

a taktiež (5 + x)/10 > (5 + 5)/10 > 1, teda ide o č́ıslo z intervalu (1;∞). Tento bod vieme však
zdôvodnit’ aj tak, že si zvoĺıme l’ubovol’né reálne č́ıslo a ∈ (1, x/5) – ked’že x > 5, tak x/5 > 1 a medzi
l’ubovol’nými dvoma reálnymi č́ıslami existuje iné reálne č́ıslo. Pre takto zvolené a plat́ı 5a < x, teda
a ⊏ x.

Najmenš́ı prvok neexistuje, ked’že existuje viac minimálnych prvkov (napr. 2 a 3).

Maximálny prvok neexistuje, nakol’ko pre každé x ∈ (1;∞) plat́ı x ⊑ 6x ⇔ 5x < 6x ⇔ 5 < 6.

Najväčš́ı prvok neexistuje, nakol’ko neexistuje maximálny prvok.

Úloha 3

(2 body) O nasledovných množinách rozhodnite a dokážte, či sú spoč́ıtatel’né:

a) Množina A, ktorá obsahuje všetky postupnosti (an)
∞
n=0 prirodzených č́ısel také, že pre všetky

celé n ≥ 0 plat́ı a2n+1 ≥ a2n a zároveň a2n+2 ≤ a2n+1.

b) Množina B, ktorá obsahuje všetky postupnosti (an)
∞
n=0 prirodzených č́ısel také, že a0 = 0 a pre

všetky celé n ≥ 2 sa člen an nachádza v uzavretom intervale, ktorého krajné body sú an−1 a
an−2 (teda a2 ∈ ⟨a0, a1⟩, a3 ∈ ⟨a2, a1⟩, a4 ∈ ⟨a2, a3⟩, . . . ).



Podúloha a)

Množina A je nespoč́ıtatel’ná. Ukážeme to diagonalizáciou. Čiže pre spor, nech A je spoč́ıtatel’ná, takže
každej postupnosti z A vieme priradit’ jednoznačné prirodzené č́ıslo. To znamená, že máme bijekciu z N do
A takú, že č́ıslo 0 sa zobraźı do postupnosti a0 s prvkami a0,0, a0,1, a0,2, . . . , č́ıslo 1 sa zobraźı do postupnosti
a1 s prvkami a1,0, a1,1, a1,2, . . . a tak d’alej. Chceli by sme vytvorit’ takú postupnost’ p, ktorá sa medzi nimi
nenachádza.

0 ↔ a0,0 ≤ a0,1 ≥ a0,2 ≤ a0,3 ≥ · · ·
1 ↔ a1,0 ≤ a1,1 ≥ a1,2 ≤ a1,3 ≥ · · ·
2 ↔ a2,0 ≤ a2,1 ≥ a2,2 ≤ a2,3 ≥ · · ·
...

...
...

...
...

x ↔ p0 ≤ p1 ≥ p2 ≤ p3 ≥ · · ·

Ak to však budeme robit’ úplne bezhlavo, napŕıklad pi = ai,i + 1, výsledná postupnost’ nemuśı sṕlňat’

podmienky nerovnosti, a teda ani patrit’ A. Aby sme však mohli povedat’, že diagonalizáciou sme dosiahli
spor, muśıme nájst’ postupnost’, ktorá patŕı do množiny A a nepriradili sme jej žiadne č́ıslo.

Ako nápad, ako brańım
”
diagonálnych“ prvkov do postupnosti nepokazit’ nerovnosti, nám môže pŕıst’, že

budeme brat’ každý druhý index v postupnosti p. Formálne, pre všetky i urč́ıme p2i+1 = ai,2i+1 + 1. Tým
určite dosiahneme, že naša postupnost’ sa bude aspoň v jednom prvku ĺı̌sit’ od l’ubovol’nej z oč́ıslovaných
postupnost́ı.

Ešte však nevieme, čo sa nachádza na prvkoch s párnymi indexami. Mohli by sme sa napŕıklad pozriet’ na
susedné prvky a dat’ tam menš́ı z nich. Tým by sme zrejme splnili podmienky nerovnost́ı. Ak sa nám s tým
však nechce babrat’, môžeme na párne indexy dat’ aj samé nuly, lebo tie sú menšie alebo rovné ako čokol’vek
iné.

Dostali sme tak postupnost’ p, ktorá patŕı do množiny A, no nemá priradené žiadne prirodzené č́ıslo – totiž
od postupnosti ai sa ĺı̌si na indexe 2i+ 1: p2i+1 = ai,2i+1 + 1 ̸= ai,2i+1. Tým sme došli k sporu, a teda A je
nespoč́ıtatel’ná.

Výsledný spor možno nájst’ aj takto. Ked’že je postupnost’ p v množine A, tak má nejaké č́ıslo. Nech teda
p = ai. Pre jej člen na indexe 2i+1 tak plat́ı p2i+1 = ai,2i+1. Avšak p2i+1 = ai,2i+1+1, teda ai,2i+1+1 = ai,2i+1,
čiže 0 = 1, čo je spor.

Iné riešenie. Nech P je množina nekonečných binárnych postupnost́ı. Chceme ukázat’, že z P exis-
tuje injekcia do A, čiže |A| ≥ |P | > |N|. Takouto injekciou môže byt’ napŕıklad f((a0, a1, a2, . . . )) =
(a0, 1, a1, 1, a2, 1, . . . ). Funkcia f je injekciou, lebo ked’ si vezmeme dva možné obrazy, ktoré sa rovnajú,
čiže (a0, 1, a1, 1, a2, 1, . . . ) = (b0, 1, b1, 1, b2, 1, . . . ), tak a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, . . . , a teda aj postupnosti,
ktoré boli vzormi týchto obrazov, sa museli rovnat’.

Podúloha b)

Množina B však už spoč́ıtatel’ná je. Všimnime si, že po každom prvku sa nám hodnota |ai+1 − ai| nezmeńı
alebo zmenš́ı. Navyše, ked’že je to prirodzené č́ıslo, nemôže klesat’ donekonečna, preto od nejakého momentu
bude platit’ |ai+1 − ai| = k pre nejaké konštantné k, a teda táto postupnost’ bude oscilovat’ medzi dvoma
členmi.

V tejto úlohe máme teda dva stupne
”
nekonečnej“ vol’nosti. Prvou je to, ako si zvoĺıme člen a1, druhou je to,

po kol’kých členoch sa nám postupnost’ zacykĺı. Môžeme teda rozdelit’ postupnosti v B podl’a týchto dvoch
informácíı, čiže Ba1,n budú postupnosti, ktorých prvý člen je a1 a zacyklia sa po n prvkoch. Uvedomme si,
že mohutnost’ každej z množ́ın Ba1,n je konečná, pretože na prvých n miestach máme nanajvýš (a1 + 1)n

možnost́ı1, ako postupnost’ môže vyzerat’ a potom už všetky členy sú jednoznačne určené.

1Tento odhad je ovel’a väčš́ı, ako tých postupnost́ı v skutočnosti je, to nám ale nevad́ı, my sme chceli len ukázat’, že ich je



No a nakoniec už použijeme podobnú myšlienku ako pri dvojiciach prirodzených č́ısel. Tieto množiny po-
stupnost́ı si dáme do tabul’ky. Teraz vieme robit’ to, že pôjdeme po diagonálach, čiže najskôr vymenujeme

B0,0 B0,1 B0,2 · · ·
B1,0 B1,1 B1,2 · · ·
B2,0 B2,1 B2,2 · · ·
B3,0 B3,1 B3,2 · · ·
...

...
...

. . .

všetky prvky množiny B0,0, potom všetky prvky množiny B1,0, B0,1, B2,0, B1,1, B0,2, B3,0, atd’. Tento proces
nikde nebude mat’ problém s tým, že by neprešiel na d’aľsie poĺıčko, lebo všetky množiny sú konečné, tým
pádom sa ku všetkým množinám dostaneme. V takomto porad́ı budeme prirad’ovat’ prvkom č́ısla 0, 1, 2, . . . ,
č́ım sme našli bijekciu medzi B,N, a teda B je spoč́ıtatel’ná.

Poznámka. Predošlý odsek by sa dal stručneǰsie odargumentovat’ tak, že máme |N×N| = |N| (čiže spoč́ıtatel’ný
počet) konečných množ́ın, a teda aj ich zjednotenie bude spoč́ıtatel’né.

Úloha 4

(1,5 bodu) V triede je niekol’ko žiakov a niektoré dvojice sa kamarátia (vzt’ah kamarátenia sa je
symetrický). Každý žiak má aspoň jedného kamaráta. Celá trieda prǐsla na MatFyz, kde si každý
žiak vyberie práve jednu z prednášok: bud’ matematickú, alebo informatickú. Dokážete, že (v každej
takejto triede) sa žiaci vedia rozdelit’ na dve prednášky tak, aby každý žiak Z mal aspoň jedného
kamaráta, ktorý sa zúčastnil inej prednášky ako samotný žiak Z.

Bonus. (1,5 boda) Naṕı̌ste program, ktorý pre zadané kamarátstvá v triede vyṕı̌se rozdelenie študentov
dve prednášky. Zdôvodnite (v pdf súbore alebo komentároch), prečo váš program vyṕı̌se správne roz-
delenie. V pŕıpade, že program ṕı̌sete podl’a dôkazu z úlohy 4, tak stač́ı len stručne oṕısat’ súvis s
dôkazom. Pri dobrom zdôvodneńı nie je vel’mi dôležitá efekt́ıvnost’ programu.

Formát vstupu. V prvom riadku vstupu sú dve medzerou oddelené č́ısla n (počet študentov) am (počet
študentov, ktoŕı sa kamarátia). Študentov č́ıslujeme 0, 1, . . . , n − 1. Nasleduje m d’aľśıch riadkov, z
ktorých každý obsahuje dve medzerou oddelené č́ısla študentov, ktoŕı sa kamarátia. Je zaručené, že
tieto kamarátstva sṕlňajú podmienky z úlohy 4.

Formát výstupu. Program vyṕı̌se na výstup dva riadky, každý z nich bude obsahovat’ niekol’ko me-
dzerou oddelených č́ısel študentov. V prvom riadku budú študenti, ktoŕı sa zúčastnia matematickej
prednášky, v druhom riadku účastńıci fyzikálnej. Program nesme vyṕısat’ nič iné (ani veci typu

”
Za-

dajte n, m:“).

Pŕıklad vstupu Pŕıklad výstupu

5 6
0 1
0 2
0 3
1 2
2 3
3 4

0 1 4
3 2

Úlohu si prelož́ıme do teórie grafov a v tomto jazyku budeme ṕısat’ aj riešenia (v úlohe to však potrebné
nebolo). Máme dokázat’, že v každom graf s minimálnym stupňom aspoň 1 vieme rozložit’ vrcholy na dve
skupiny (množiny) tak, aby každý vrchol mal suseda v inej skupine.

konečne vel’a.



Ukážeme viac riešeńı. K väčšine z nich aj uvedieme program, ktorý bude priamočiaro koṕırovat’ uvedené
myšlienky. Tieto programy aj ilustrujú, ako možno istý typ matematického dôkazu preṕısat’ do poč́ıtačového
programu. Táto úloha bola aj na to zvolená. Mnohé jej riešenia opisovali algoritmus, ako vrcholy rozdelit’

do skuṕın. Netreba však zabúdat’ na to, že opis takéhoto algoritmu nie je úplný dôkaz. Dôležitou súčat’ou je
aj zdôvodnit’, prečo náš algoritmus nájde rozdelenie na skupiny, aké bolo požadované v zadańı.

Riešenie cez prechod hrán

Budeme postupne prechádzat’ hranami a prirad’ovat’ vrcholy do skuṕın. Pre každú hranu uv vykonáme
nasledovné:

(i) Ak žiaden z vrcholov u, v nie je priradený v skupine, tak vrchol u dáme do A0 a vrchol v dáme do A1.

(ii) Nech práve jeden z vrcholov priradený v skupine, bez ujmy na všeobecnosti, nech to je u a nech je v
skupine Ai. Potom vrchol v prirad́ıme do opačnej skupiny (teda A1−i).

(iii) Ak oba vrcholy u, v sú už v skupine, tak nič nerob́ıme.

Pri tomto prechádzańı vrcholmi zabezpečujeme dôležitú vlastnost’:

Ak má vrchol priradenú skupinu, tak má suseda v druhej skupine. (*)

Skupiny prirad’ujeme len v pŕıpadoch (i) a (ii), kde vlastnost’ (*) zjavne dodržujeme. Ked’že každý vrchol je
incidentný s aspoň jednou hranou, objav́ı sa pri spracovávańı hrán, a teda dostane skupinu. Ked’že každý
vrchol prirad́ıme do skupiny a dodrž́ıme vlastnost’ (*), tak tým źıskame požadované rozdelenie.

Poznámka. Ak by sme chceli byt’ vel’mi formálny, tak túto ideu možno sṕısat’ aj matematickou indukciou.
Mohli by sme v nej dokázat’ nasledovné tvrdenie:

”
Pre každé celé m ≥ 0 plat́ı: pre každý graf s m hranami

plat́ı, že jeho vrcholy stupňa aspoň 1 možno rozdelit’ do dvoch skuṕın tak, aby každý vrchol mal suseda v
inej skupine ako je on sám.“

Program Podl’a toho riešenia vieme naṕısat’ aj vel’mi jednoduchý a efekt́ıvny program, ktorým vyriešime
bonus. Skupiny pre vrcholy si budeme pamätat’ v zozname group, kde −1 znamená nenastavenú skupinu, 0
matematiku a 1 informatiku.

n, m = map(int, input().split())

# skupina pre kazdy vrchol: 0 alebo 1, resp. -1, ak este nie je nastavena

group = [-1] * n

for i in range(m):

u, v = map(int, input().split())

if group[u] == -1 and group[v] == -1:

# pripad (i)

group[u] = 0

group[v] = 1

elif group[u] == -1:

# pripad (ii) - iba vrchol u nie je v skupine: dame mu opacnu skupinu od v

group[u] = 1 - group[v]

elif group[v] == -1:

# pripad (ii) - iba vrchol v nie je v skupine: dame mu opacnu od u

group[v] = 1 - group[u]

# Teraz len vypiseme skupiny

print(*(v for v in range(n) if group[v] == 0))

print(*(v for v in range(n) if group[v] == 1))



Riešenie cez striedavé predávanie susedov

Tvrdenie dokážeme pre každý komponent súvislosti zvlášt’. Ďalej nájdeme teda uvažovat’ komponent súvislosti
K nášho grafu. Dve skupiny, na ktoré budeme rozdel’ovat’ vrcholy, budeme označovat’ M a I.

Začneme s l’ubovol’ným vrcholom, označ́ıme si ho v a dáme ho do množinyM . Množinu jeho susedov označ́ıme
S1 a tých dáme do množiny I. Potom sa pozrieme na všetkých susedov vrcholov z množiny S1, ktoŕı ešte
nie sú zradeńı a tých označ́ıme S2 a pridáme ich do M . Takto budeme pokračovat’ d’alej, dokým neminieme
všetky vrcholy uvažovaného komponentu súvislosti.

Presne vyjadrené, na začiatok uvažujeme množinu S0 = {v} pre l’ubovol’ne vybraný vrchol komponentu K.
Pre celé i > 0 definujeme množinu Si ako množinu všetkých vrcholov, ktoré susedia s nejakým vrcholom
z množiny Si−1 a nenachádzajú sa v žiadnej predošlých množ́ın S0, S1, . . . , Si−2. (Alternat́ıvne možno Si

definovat’ ako množinu vrcholov, ktorých najkratšia cesta z nich do vrcholu v má d́lžku presne i.)

Vrcholy potom rozdeĺıme takto: M = S0 ∪S2 ∪S4 ∪ . . . , I = S1 ∪S3 ∪S5 ∪ . . . , teda do M pridáme vrcholy
z množ́ın Si s párnym indexom, do I s nepárnym.

Teraz zdôvodńıme, že toto rozdelenie sṕlňa podmienku zo zadania: Vrchol v má stupeň aspoň 1, teda má
suseda v množine S1, ktorý je v inej skupine. Každý d’aľśı vrchol je spojený cestou s vrcholom v (ked’že sme
v komponente súvislosti), preto sa objav́ı v nejakej množine Si (i > 0, lebo uvažujeme vrchol rôzny od v).
Tam sa však objavil ako sused nejakého vrchola z Si−1, čo je jeho sused z inej skupiny.

Program. Graf si reprezeuntujeme ako zoznam susedov – v zozname si pamätáme pre každý vrchol zoznam
jeho susedov. Hl’adanie rozdelenia rob́ıme podl’a oṕısaného riešenia, ako je vysvetlené komentármi. Z toho
vyplýva správnost’ programu. Množinu Si reprezentujeme ako zoznam S[i] a všetky tieto zoznamy budú v
zozname S.

n, m = map(int, input().split())

graph = [[] for v in range(n)]

for i in range(m):

u, v = map(int, input().split())

graph[u].append(v)

graph[v].append(u)

group = [-1] * n

# Tymto cyklom zabezpecime prechod cez vsetky komponenty. Vzdy ked najdeme vrchol bez skupiny, tak

# ho zvolime ako pociatocny vrchol pre spracovanie komponentu. Potom vsetky vrcholy jeho komponentu

# uz budu mat nastavenu skupinu a pri dalsom spracovavani ich preskocime.

for v in range(n):

if group[-1] != -1:

continue

group[v] = 0

S = [[0]] # teda S[0] = [0]

i = 0

while len(S[i]) > 0:

S.append([]) # pridame zoznam S[i + 1]

# Pre kazdy vrchol u v zozname S[i] si prejdeme jeho susedov

for u in S[i]:

for sused in graph[u]:

if group[sused] == -1:

# Pokial sused este nema skupinu, pridame ho do opacnej skupiny

group[sused] = 1 - group[u]

# a pridame ho do zoznamu S[i + 1], aby sme ho mohli spracovat v dalsom kroku

S[i + 1].append(sused)

# Kedze ku kazdemu vrcholu sa raz dostaneme, tak niekedy pri spracovavani S[i] budu vsetky

# vrcholy v nejakej skupine, teda S[i + 1] bude prazdne

i += 1

Dvojrozmerný zoznam S sme použili, aby sme lepšie ilustrovali značenie v dôkaze. V programe sme si však
nepotrebovali pamätat’ všetky

”
vrstvy“ susedov. V praxi sa na takéto účely použ́ıva jednoduchý zoznam,



resp. ešte lepšie dequeue z modulu collections, do ktorého pridávame susedov na koniec a vyberáme zo
začiatku, ked’ ich spracovávame.

Dôkaz cez kostru

Tvrdenie dokážeme pre každý komponent súvislosti zvlášt’. Uvažujme teda komponent súvislosti K nášho
grafu. Ked’že každý vrchol v K má stupeň aspoň 1, tak K má aspoň dva vrcholy. Ked’že je K súvislý, tak
má kostru. Kostra je strom, teda neobsahuje cykly, špeciálne, neobsahuje cykly nepárnej d́lžky. Preto je
kostra bipartitný graf. Označme jej part́ıcie ako A a B. Ked’že kostra je súvislá a má aspoň dva vrcholy, tak
každý vrchol z množiny A má suseda, ktorý z defińıcie bipartitného grafu muśı byt’ v part́ıcii B. Rovnako
aj každý vrchol z B muśı mat’ suseda v A. Tým sme ukázali, že rozdelenie vrcholov na množiny A a B je
naše hl’adané rozdelenie, pri ktorom má každý vrchol suseda v druhej skupine.

Dôkaz matematickou indukciou

Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou podl’a počtu vrcholov grafu G, ktorý si označ́ıme n. Teda
presneǰsie dokazujeme výrok:

”
Pre každé celé n ≥ 2 plat́ı: V každom grafe s minimálnym stupňom aspoň

1 možno rozdelit’ jeho vrcholy do dvoch skuṕın tak, aby každý vrchol mal suseda v inej skupine ako je on
sám.“

Báza. Pre n = 0, teda prázdny graf, tvrdenie zjavne plat́ı (všeobecne kvantifikujeme cez prázdnu množinu
vrcholov).

Indukčný krok Uvažujme teraz n > 0. Predpokladajme, že každý graf G s menej ako n vrcholmi a
δ(G) ≥ 1 možno rozdelit’ podl’a zadania. Tvrdenie dokážeme teraz pre n. Nech H je graf, ktorý má n
vrcholov a δ(H) ≥ 1. Nech v je vrchol grafu G s minimálnym stupňom. Ak graf H − v (ktorý má n − 1
vrcholov) má minimálny stupeň aspoň 1, tak podl’a indukčného predpokladu možno rozdelit’ jeho vrcholy
do dvoch skuṕın tak, aby každý jeho vrchol mal suseda v inej ako jeho skupine. Vrchol v má v grafe H − v
aspoň jedného suseda u. Na základe toho vrchol v dáme do inej skupiny, ako v ktorej je vrchol u. Tým
zaruč́ıme, že aj vrchol v má suseda v inej skupine ako je on sám.

Nech teda graf H − v má minimálny stupeň 0 a nech tento stupeň 0 má vrchol u. Odstráneńım vrchola v z
grafu H sme z vrchola u odstránili najviac jednu hranu. Preto vrchol u musel mat’ v grafe H stupeň 1. To
znamená, že minimálny stupeň grafu H muśı byt’ 1, a teda aj stupeň vrchola v je 1. To znamená, že v grafe
H je vrchol v spojený len s vrcholom u. Preto vrchol u je jediný, ktorý má stupeň 0 v grafe H − v. Preto
graf H − {v, u} má minimálny stupeň aspoň 1 a n− 2 ≤ n vrcholov, a teda podl’a indukčného predpokladu
možno jeho vrcholy požadovane rozdelit’. Vrcholy u, v rozdeĺıme do dvoch rôznych skuṕın. Takto dostávame
opät’ vyhovujúce rozdelenie vrcholov na dve skupiny.

Ukázali sme, že v oboch pŕıpadoch vieme rozdelit’ vrcholy grafu H a tým je dôkaz indukciou ukončený.

Program. Tento dôkaz preṕı̌seme do programu, ktorý bude riešit’ bonusovú úlohu. Graf reprezentujeme
tak, že pre každý jeho vrchol si v slovńıku pamätáme množinu jeho susedov. Priradenie do skuṕın reprezen-
tujeme tiež slovńıkom, ktorý každému vrcholu grafu prirad́ı 0 (matematika) alebo 1 (informatika). Program
sme naṕısali tak, aby čo najverneǰsie koṕıroval úvahy, ktoré sme robili v našom dôkaze. Preto správnost’

tohto programu vyplýva z uvedeného dôkazu indukciou. Upozorňujeme však, že tento program je naṕısaný
po viacerých stránkach neefekt́ıvne.

from copy import deepcopy

n, m = map(int, input().split())

graph = {v: set() for v in range(n)}

for i in range(m):



u, v = map(int, input().split())

graph[u].add(v)

graph[v].add(u)

# Funkcia, ktora dostane graf s min. stupnom aspon 1

# a vrati dict, ktory pre kazdy vrchol obsahuje skupinu 0 alebo 1 tak,

# aby kazdy vrchol mal suseda v inej skupine ako je on sam.

def divide(H):

# Ak mame prazdny graf, tak netreba rozdelovat ziadne vrcholy

if len(H) == 0:

return {}

# V opacnom pripade najdeme vrchol s min. stupnom

v = None

for x in H:

if v is None or len(H[x]) < len(H[v]):

v = x

# Odstranime z grafu H vrchol v

G = deepcopy(H)

for x in G[v]:

G[x].remove(v)

del G[v]

u = next(iter(H[v])) # lubovolny sused vrchola v

if len(H[v]) == 1 and len(G[u]) == 0:

# Pripad, kedy v je spojeny iba s jednym vrcholom: u

# Odstranime aj vrchol v

del G[u]

# rekurzivne sa zavolame na mensi graf (s o 2 menej vrcholmi) = pouzitie IP

solution = divide(G)

# rozdelime vrcholy u a v

solution[u] = 0

solution[v] = 1

else:

# V opacnom pripade mame graf G s min. stupnom aspon 1,

# mozeme sa rekurzivne zavolat (pouzit IP)

solution = divide(G)

# vrchol v dame do opacnej skupiny ako jeho sused v

solution[v] = 1 - solution[u]

return solution

solution = divide(graph)

print(*(v for v in solution if solution[v] == 0))

print(*(v for v in solution if solution[v] == 1))


