Algebraicky mys-mas

Jozef Rajnik, Pripravné sastredenie pred IMO MEMO, 24. 6. 2022
Uloha 1 (KMS 15/16-Z3-6). Nech a1, as, ... ,ass st kladné realne éisla. Dokézte, Ze
a1+ ag+ -+ agz < 82+ biby - - - bss,

kde b; je vacsie z ¢isel {1,a;} prei =1,2,...,83.

Uloha 2 (IMO 1994, tloha 1). Nech m, n st kladné celé ¢isla. Mnozina A = {a1, as,...,an,} je taki
podmnozina mnoziny {1,2,...,n} Ze zakazdym ked a; + a; < n pre nejaké 1 <1i < j < m, tak a; +q;
je tiez v mnozine A. Dokazte, Ze

ay+az+---+anp >n—|-1

m -2
Uloha 3 (Pol'sko 1999, tiloha 5). Dokazte, Ze pre l'ubovolnych 2n celych ¢isel a1, as, ..., an, by, ba, ..., by
plati
Y (ai—ajl +1bi =b) < > lai—bl.
1<i<j<n 1<i,j<n

Co sa stane s tlohou, ak méame 2n redlnych &isel?

Uloha 4 (Balkan 1999). Nech xg, x1, z2, ... je neklesajica postupnost nezapornych celych ¢isel taka,
ze pre kazdé k > 0 je pocet Clenov postupnosti, ktoré sit nanajvys k, kone¢ny; nech je tento pocet
rovny yi. Dokazte, ze pre vSetky kladné celé ¢isla m, n plati

(wo+ @1+ Fan)+Wo+yr+- - +ym) > (n+1)(m+1).

Uloha 5 (61MO-A-III-3). Dokaite, Ze medzi Iubovolnymi 101 realnymi islami existuji dve ¢isla u a
v, pre ktoré plati
100u — v - |1 — uv| < (1 +u?)(1 + v?).

Uloha 6 (IMO SL 2017 Al). Nech a1, as,...,an, k a M st kladné celé &sla, pre ktoré plati
—+ — 44+ —=k a aias...an, = M.
a

Ak M > 1, dokazte, ze polyném
P(z) =Mz +1)" — (z+a1)(z +a2)...(x+a,)
nem4 kladné korene.

Uloha 7 (IMO SL 2017 A2). Nech ¢ je realne &islo. Jozo mé v tablete napisanych 10 navzéjom réznych
realnych ¢isel a na tabulu napiSe nasledujuce tri riadky realnych ¢isel:

e Do prvého riadku Jozo napise vSetky ¢isla tvaru a — b, kde a, b su ¢isla z Jozovho tabletu (nie
nutne rozne).

e Do druhého riadku Jozo napise kazdé ¢islo tvaru qab, kde a, b st (nie nutne rozne) ¢isla z prvého
riadku tabule.

e Do tretiecho riadku napiSe Jozo kazdé ¢islo tvaru a? + b? — ¢? — d?, kde a, b, ¢, d st Styri (nie
nutne rozne) &isla z proého riadku tabule.



Urcte vSetky hodnoty ¢, pre ktoré, bez ohladu na ¢isla v JoZovom tablete, sa kazdé ¢islo z druhého
riadku tabule nachadza aj v trefom riadku tabule.

Uloha 8 (IMO SL 2017 A4). Postupnost realnych &isel ay, ag, as, ... splia vztah

an = — max (a; + a;) pre vSetky n > 2017.
1+J=n
Dokazte, ze tato postupnost je ohranicené. Teda, Ze existuje konstanta M taka, ze |a,| < M pre vietky
n € N.

Uloha 9 (IMO 2001 SL A5). Najdite vietky postupnosti ay, as, . . ., a, kladnych celych &isel, pre ktoré
plati

99 ay a1 an—1
100_a1+a2+ +an’

kde ap = 1 a pre vietky k =1,2,...,n— 1 plati (ag+1 — 1)ag—1 > ai(ak —1).

Uloha 10 (IMO SL 1987 tloha 7). Mame danych pét realnych &isel ug, uy, uo, us, us. Dokdite, Ze
zakazdym vieme najst pit realnych &isel vg, v1, va, v3, v4 splhajice podmienky:

(i) uw; —v; € N pre vSetky i € {0,1,2,3,4};

() > (wi-v)?<4

0<i<j<4
Uloha 11 (Rumunsko 2000). Nech n > 1 je neparne kladné celé &slo a nech 1,9, ..., x, si redlne
Cisla, pre ktoré |z11 — x| < 1 pre vSetky k =1,2,...,n — 1. Dokazte, ze
n n 2
n®—1
pOIETN) 9P e
k=1 k=1

Uloha 12 (IMO SL 2017 A5). Mame dané celé &islo n > 3. Usporiadant n-ticu redlnych &isel

(x1,22,...,Ty) nazyvame Ziarivou, ak pre kazda jej permutéaciu yi,y2, . .., yn plati
n—1
Zyiyi—i-l > -1
i=1

Najdite najvacsiu mozna hodnotu K (v zéavislosti od n), pre ktoru

Z .Ti.’Ej Z K

1<i<j<n
plati pre kazdu ziariva n-ticu (z1, z2,...,Ty).

Uloha 13 (1997 Chinese Math Winter Camp). Nech ay, as, as, . .. je postupnost nezdpornych realnych
¢isel, kde pre vSetky kladné celé ¢isla m a n plati anim < an + am. Dokézte, Ze

a, < mai + <% —1) Q-

Uloha 14 (IMO SL 2006 A4). Dokézte, Ze pre Tubovolné kladné realne &isla as, as, . .., a, plati

a;Qj n
2 Ta; s 2(a1 +az 4 - +an) 2 ait
a; aq a a a
1<i<j<n 0T %I 12 ") <ici<n



Napovedy k rieSeniam

1. Pouzite indukeciu.

2. e Vsimnite si, Ze v dokazovanej nerovnosti mate > n + 1, ¢o je vlastne negacia podmienky < n
zo zadania.

e Dokaze, ze a; + am+y1—; > n + 1 pre kazdé ¢ a usporiadané a1 < as < -+ < apy.

o Coaka;+ m+1—i < n? Potom a; 4+ a1 musi byt z A. No neviete najst aj niekol'ko dalsich
Cisel, ktoré sia < n?

3. e Skiiste najst sposob, ako vygenerovat kazdi 2n-ticu premennych z vhodného zékladného pri-
padu tak, aby ostala zachovana nerovnost.

e Pre vSetky ¢isla rovnaké to zjavne plati. Dokazte, Ze ak zoberieme niekol'ko ¢isel s maximéalnou
hodnotou a zvySime ich o d, tak prava strana nerovnosti sa zvysi aspon o tolko ¢o lava.

4. e Ako pekne uchopit stuvis x-iek a y-iek? Zdérazihujeme, Ze ide o nezaporné celé &isla.

e Uvazujte tabulku, kde v i-tom stlpci je vyfarbenych x; policok z kraja. Co v tabulke znamenaji
(7

5. e Ano, tato uloha je zadana ako na Dirichletov princip. Chcete si teda rozdelit realnu ¢ast na
100 casti tak, Ze dve ¢Cisla z danej Casti buda vyhovovat nerovnosti. Pre spravne rozdelenie
potrebujete nerovnost vhodne upravit.

e Roznéasobte si absoliitne hodnoty a spéatne rozlozte na iny sucin.

e Nerovnost ide upravit na tvar |f(u) — f(v)| < 1/100. Aky obor hodnot mé funkcia f?
6. e Vsimnite si, ze P(z) obsahuje v jednom stéine a;(z + 1)!/a; a v druhom stéine (z + a;).

e Tieto vyrazy si pytaju pouzitie AG-¢ka. Uvedené odhady naséitajte, nech dostanete P(x) < 0.
7. e Uvazujte ¢isla v tablete 1,2,...,10.

e Odvodte, ze ¢ musi byt celé a odhadnite, Ze |q| < 2.

e Vylacte |g| = 1 inou vhodnou sadou ¢isel.
8. e Uvedomte si, Ze stadi ukazat len jeden odhad, lebo ten druhy viete z neho celkom I'ahko dostat.

® 4y = —ag — anj, = —ag + max|_"(a; + an_p—1) > —aj + a + ap_2 = an_o. Za akych
predpokladov tento odhad funguje? Uvedomte si, Ze tie predpoklady stacia na to, aby sa to z
nich dalo dokondit.

9. e Upravte rekurentnd nerovnost do krajsieho tvaru, aby ste z neho vedeli pekne odhadovat
ap—1/ag.

. ap—1 ap—1 a . - -1
e Upravte ju na tvar: < — . Prava strana nabada na teleskopickti sumu.

a ar — 1  agy1 —

e Zosumovanim nerovnosti vySSie a vhodnym odhadom dospejte k tomu, Ze pre urcené
ag, ai, .. ., a existuje najviac jedno dalsie ajq1.
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