Funkcionalne rovnice
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Pekny uvod do funkcionalnych rovnic vratane rozbehovych tloh aj s rieseniami néjdete materiali [3].
Material |2] sumarizuje pokrocilejsie metddy rieSenia, obsahuje tiez aj cvi¢enia na dokazovanie roznych
vlastnosti. Napokon [I] a [4] st rozsiahle materialy na tuto tému s velkym mnoZstvom tloh.

Uloha 1 ([3]). Najdite vietky funkcie f: R — R také, ze pre vietky z, y € R plati f(z+1) = z+ f(y).

Uloha 2 (MO62 A-I-4, Syrska priprava na MO 2013, KMS 2017-L3-8). Najdite vietky funkcie f: R\
{0} — R také, Ze pre v8etky nenulové reélne ¢isla x, y plati

z- flxy) + f(—y) =2 f(z).

Uloha 3 (KMS 2018-L3-7). Najdite vietky funkcie f: RT — R¥ také, Ze pre vietky kladné realne
isla a, b, ¢, d spliajuce abed = 1 plati

(f(a) + f(b) - (f(c) + f(d)) = (a+b) - (c+d).

Uloha 4 (KMS 2018-L1-9). Najdite vSetky funkcie f : R — R také, Ze pre vietky realne &isla x, y
plati

fle+yf(e)=f@fy) —o+ fly+ fz).

Uloha 5 (KMS 2019-1.2-9). Najdite vietky funkcie f: R — R také, ze pre lubovolné dve realne isla
x, y plati

fla+y)f (2> —ay+y?) =2 +¢°
Uloha 6 (KMS 2013-72-10). Najdite vietky funkcie f: R — R také, ze pre vietky x,y € R plati
fyf(@+y)+ f(2) =4z + 2y f(z +y).

Uloha 7 (KMS 2014-L2-10). Najdite vietky funkcie f: R — R také, Ze pre vietky z, y € R plati:

fatan+ 1) = (F@)+3) (10 +5)-
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Naznaky rieSeni

2 Skuste dosadzat +1 a —1 za rozne premenné. VyrieSte ako stistavu rovnic, s jednou neznamou f(x)
a druhou f(—x).

3 Skauste si dosadit x, 1/z a dve jednotky v roznych poradiach. VyrieSete stustavu rovnic, kde sa f(z)
a f(1/x) ako premenné. Dostanete, ze f(x) € x,1/x. Vylacte situaciu, Zeby pre nejaké 1 # z # y # 1
platilo f(z) =z a f(y) = 1/y.

4 Dosadzanim 0 a 1 za = a y ur¢te f(0) a f(1).
Dosadte si len za jednu premennt.
Uzito¢né dosadenia st (z,0) a (1, ).

5 Urcte f(0) a f(1), to méa dve moznosti.

Dosad'te (x,1 — x), aby ste dostali f(z +y) = f(1).

Substittciou vyarzu 3x2 — 3z + 1, ktory vam vyjde na oboch stranach, za ¢t méte predpis f(t) = ¢, resp.
f(t) = —t pre zna¢nu ¢ast realnych &isel ¢.

Dokazte neparnost a vztah f(2z) = 2f(z), pomocou nich rozsirte predpis na vSetky redlne &isla.

6 e Dosadte y = 0 a z vysledného vztahu ukaZte injektivnost.

e Zisitite vhodnym dosadzovanim f(0), f(1), f(2).

e Dosadte tak, aby x +y bola konstanta, ktorej funként hodnotu viete. Vsimnite si, Ze pri takychto
dosadzaniach sa vam od¢&itavaja nejaké x-ka na pravej strene. Zvolte také dosadenie, aby ste sa
z-iek napravo uplne zbavili.

e Potom vyuzite injektivnost.



