Nerovnosti
Jozef Rajnik, letné sustredenie KMS ALFA, Huty, 16. — 23. 6. 2018

Mnozinu redlnych éisel oznac¢ujeme R. Pokial ide o kladné / nezaporné redlne é&isla, pouzivame Rt / R{.
Uloha 1. Dokézte, Ze pre lubovolné redlne &isla a, b plati nerovnost
a? + b2 > 2ab
a zistite, kedy nastéva rovnost.
Uloha 2. Dokéite, ze pre lubovolné kladné redlne &isla a, b plati nerovnost

b

+-=>2.
a

Sl

Uloha 3. Pre a,b € R} dokaste
a+b>2Vab.

Uloha 4. Pre a,b € R dokézte

/7a2+b22 a+b.
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Uloha 5. Pre a,b e Ry dokdzte

2
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Uloha 6. Pre a,b,c € RT dokdzte
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b —+-+=) >0
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Uloha 7. Pre a,b,c € R dokazte
a® +b%+c2 > ab+ be+ ca.
Uloha 8. Pre a,beR spfﬁajlice a+ b > 0 dokézte
e b1
b2 a? " a
Uloha 9 (KMS 02/03-Z3-1). Pre a,b € R} dokate

a’ + b3 - (a+b)3
3 - 2 '

Uloha 10 (KMS 08/09-L3-3). Nech a a b st redlne ¢isla. O &slach ab a a + b vieme, Ze sii bud’ obe kladné,
alebo obe zaporné, alebo aspoii jedno z nich je nulové. Dokézte nerovnost:

(a+0b)(a* +b*) > (a® + b%)(a® + b%).
Zistite, kedy nastéva rovnost.
Uloha 11 (KMS 11/12-L1-3). Dokézte, Ze pre lubovolné redlne &isla a, b plati nerovnost
(a2 + b3 > (a® + b2
Uloha 12. Pre a,b € R splitajice a + b = 1 dokdite, ze a3 + b3 > ab.
Uloha 13. Dokézte, ze ak ab = 1, tak plati a* + b* > a2 + b2.
Uloha 14 (KMS 12/13-L1-3). Redlne &sla a, b spinaji vzfah a — b > 2. Dokdite, ze a* + b* > 2.

Uloha 15 (KMS 04-05-Z3-4). Nech a, b, ¢ st redlne é&isla také, ze a® + ¢ < 4b. Dokézte, Ze pre vietky redlne
¢isla x plati
4 ard+ b +ecx+1>0.



Uloha 16 (KMS 14/15-73-6). Méame Tubovolné kladné redlne ¢isla p, e, s, pre ktoré plati pes = 1. Dokézte, Ze

vzdy plati
ptsestPgPte < 1.

Uloha 18 (KMS 16/17-7Z1-6). Pre kladné reélne ¢isla z, y, z plati xyz > zy + yz + zx. Dokdzte, ze
VIYz > Vx4 Yy + /2.

Uloha 19 (KMS 10/11-L1-6). Pre relne &sla a, b, ¢ plati (a + b + ¢)c < 0. Dokéite, Ze potom mé rovnica
az? 4+ br + ¢ = 0 dve rozne realne riesenia.

Uloha 20 (KMS 10/11-Z3-7). Nech z, y, z st redlne &sla také, ze 0 < z, y, z < 1 a plati zyz = (1 — 2)(1 —
y)(1 — 2). Dokézte, ze aspon jedno z ¢isel (1 — x)y, (1 —y)z, (1 — z)x je viicsie alebo rovné ako 1/4.

Uloha 21 (KMS 11/12-Z1-7). Nech z, y st kladné relne ¢isla také, ze (1 + z)(1 +y) = 2. Dokazte, Ze plati
1
zy + — > 6.
zy

Uloha 22 (KMS 12/13-7Z3-7). Mdame reélne ¢isla a, b, ¢, pre ktoré plati abc = 1. Dokézte, ze nanjvys dve z
¢isel
2a—1, 2b—17 26—l
b c a
su vacsie ako 1.
Uloha 23 (64MO-B-S-3). Dokéite, ze pre lubovolné kladné redlne &isla a, b, ¢ plati

ab n be n ca <3
a2 —ab+0b2 b —-bc+c2 c2—cat+a? T

Uréte, kedy nastéva rovnost.
Uloha 24 (64MO-B-I-6). Dokéite, ze pre fubovolné kladné redlne &isla a, b, ¢ plati

1 n 1 1 1 1 1
a2 —ab+02 b2—bc+c2 2—ca+a? " a2 b2 2

Uréte, kedy nastéva rovnost.

Uloha 25 (60MO-B-II-1). Su¢in kladnych redlnych éisel a, b, ¢ je 60 a ich sticet je je 15. Dokdzte nerovnost
(a+0b)(a+c)>60

a zistite, pre ktoré &fsla nastdva rovnost

Uloha 26 (63MO-B-1-2). Uréte vietky dvojice (z,y) redlnych &fsel, pre ktoré plati nerovnost

confbed)s ()



Hinty k rieSeniam

Pri niektorych tlohdch je viac hintov. Kazdy je v jednom odseku, aby ste si mohli lahsie precitat prvy bez
druhého ;).

3 Odstrante zlomok a odmocninu. Hod'te vetko na jednu stranu a upravte na druht mocninu zétvorky.

4 Umocnite, prehddzte na druhu stranu a najdite tam druhd mocninu zétvorky. Dajte si pozor na ekvivalentné
upravy! Vyuzite, Ze ak a 4+ b < 0, tak nerovnost trividlne plati a v rieSeni uvazujte len a + b > 0.

5 Najprv si zjednoduste zlomok na pravej strane, potom sa zbavte zlomkov, umocnite a klasika.

6 Roznasobte, odéitajte 3 a vhodne si rozdelte lavi stranu na tri ¢asti.

7 Prendsobte dvomi, hod’te na jednu stranu a éleny typu ab vhodne schovajte do druhy’ch mocnin zétvoriek.
8 Odstréiite zlomky a rozlozte a® + b* = (a + b)(a® — ab + b?). Vyjmite a + b pred zatvorku.

9 Rozndasobte zatvorku a upracte vsetky ¢leny na jednu stranu.

10 Roznéasobte, prehddzte vsetko na jednu stranu a rozlozte na sicin.

Dopracujete sa tak ekvivalentnymi tipravami k nerovnosti ab(a + b)(a —b)? > 0. Vyuzite podmienky zo zadania
a ukazte, ze plati.

11 Rozndsobte a upravte na 3a*b? + 3a?b* — 2a3b® > 0. Pokiste sa na lavej strane dostat vyraz (x — y)2,
do ktorého ,schovate® —2a3b3. Nésobky vyrazov a*b? a a?b* si nezdporné, takze vam nevadi, ak tam nejaké
ostanu.

12 Vyjadrite si b =1 — a a dosad'te do dokazovanej nerovnosti.

Iné riesenie: Vyuzite, ze a® + b = (a + b)(a® — ab + b?).

13 Vyjadrite si b = 1/a a dosad'te do nerovnosti.

Upravte nerovnost na tvar (a? — 1)(a® — 1) > 0. Kedy si zdtvorky kladné a kedy zdporné?

14 Vyjadrite si, ze pre a plati a > b+ 2. Dosdanim dostanete a* 4 b* > (b + 2)* 4 b*. Ukézte, e tento vyraz je
aspon 2.

Po roznédsoben{ (b + 2)* + b* odélente vyraz 2(b + 1)? a zo zvysnych élenov vyskladajte (z + y)2.

15 Z podmienky a? + ¢ < 4b vidime, 7e b je nezdporné. Na lavej strane si treba véimnuit vyrazy z#, bz? a 1,
lebo tieto budd nezéporné aj pre zaporné z. Pomocou nich musime ,vyvazit“ vyrazy az® a cz, ktoré mozu byt
zZaporné.

Skiste doplnenie na stvorec. Co chyba ku vyrazu z*+az? Uz len posledny ¢len z rozvoje (p+q)? = p* +2pg+q>.

18 Predelte \/Zyz, resp. xyz a zaved'te si nové premenné

1 1 1
a=—F b=— c=—

V! N3 NES
19 Rozliste pripady, kedy je ¢ kladné a zaporné (nulové byt neméze). Ak uréite znamienko ¢isla ¢, pre jedno
znamienko a nerovnost trividlne plati.

V pripade, ked ¢ > 0 a a > 0, plati |b| > a + c¢. Odvod'te z tejto nerovnosti dokazovani nerovnost b2 > 4ac.
Vyzite pritom, ze a® + ¢ > 2ac.



20 Skiste riesit sporom. Predpokladajte, Ze vietky tri ¢isla si mensie ako 1/4. Postupne odvodzujte, ktoré &isla
7z x, y, z su mensie / vicsie ako 1/2 a dospejte ku sporu.

21 Upravujte dokazovand nerovnost, pri tipravach vyuzivajte rovnost (1 + z)(1 + y) = 2. Pride vhod si tito
rovnost rozndsobit.

Dokazovanti nerovnost si upravte na (1 — zy)? > 4xy. Z rovnosti zo zadania si vyjadrite, ze 1 —axy =z + vy a
dosad'te. Mate teda dokazovaf nerovnost (z + y)? > 4xy.

23 Dokéazte, ze

e
a2 —ab+0b2 —

24 Vyskladjte dokazovant nerovnost z viacerych jednoduchsich nerovnosti. Dokézte, Ze
1 < 1 i 1
a? —ab+b2 ~ 222 2b%°

Zhrnutie

Pri dokazovani nerovnosti sa dost ¢asto pouzivaji nasledovné postupy:

e roznésobenie vyrazov;
e prehodenie vyrazov na jednu stranu;

e rozklady na sié¢in, hlavne na parne mocniny dvoj-, prip. mnohoélenov (Easto vie byt néjst spravny rozklad
dost netrividlne);

e rozdelovanie ¢lenov vyrazu na viac ¢asti (napr. 3z = x + 2x);

. . . ’ / . 7 ) . .
e rozdelenie nerovnosti na viacero nerovnosti, z ktorych platnosti vyplyva platnost dokazovanej nerovnosti;
e vyuzitie zndmej nerovnosti (napr. a® + b2 > 2ab);

e rozliSovanie pripadov: znamienko premennej alebo usporiadanie premennych (pri symetrickych nerovnos-
tiach vychddza vicsina pripadov rovnako len s vymenenymi oznaceniami).

Na ¢o nezabudat

Pri rieseni 1loh je dodlezité nezabudnif na to, Ze pri dokazovani dokazujeme smerom od platnej nerovnosti k
dokazovanej, ¢o je presne opaéne ako zvicsa tlohy riesime. Nezabudnite si overit, Ze vietky Gpravy mozno pouzit
aj spétne, prip. ze ste pouzili len ekvivalentné upravy.

Dévajte si pozor na znamienka. Ked ndsobite nerovnost nejakym vyrazom, overte, ¢i je kladny.

Co dalej

Tato prednaska je len drobnd ochutnavka z tajomstiev nerovnosti. Existuje kvantum pokrocilejsich a pokrocilych
metod na dokazovanie nerovnosti. Zhruba naértneme v ¢om asi spoc¢ivaju. Jednak si pri nerovnostiach moézeme
uréovat extra predpoklady. Stretli sme sa s jednoduchymi predpokladmi, napr. sme bez ujmy na vieobecnosti
predpokladali, ze 2 < 7, lebo ked’ by sme v nerovnici vymenili  a y, ni¢ by sa nezmenilo. Pokro¢ilejsimi ivahami
sa mozeme dopracovat k predpokladom ako napr. abc = 1.

Dvojak dost velkid skupinu pokroéilych metdd tvoria zndme nerovnosti, ktoré mozno pri rieSeni loh vyuzivat.
Jednou z najznamejsich je nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (skrdtene AG-nerovnost),
ktora hovori, Ze pre Iubovolnych n nezdpornych redlnych é&isel ai, as, ..., ay, plati

ap+ag+---+an
n

> Yaias .. .an,



pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked a; = as = - -+ = a,,. Vyraz na lavej strane je aritmeticky priemer &isel

ai, as, ..., Gy & vyraz na pravej strane je ich geometricksj priemer. Ttito nerovnost pre n = 2 ste dokazovali v
tlohe [

Pokial sa chcete dozvedietf viac, vynikajicim materidlom je seridl Nerovnosti od PraSe, dostupny na https:
//mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.
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