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Nerovnosti s vela ¢islami
Jozef Rajnik, Letna skola matematiky, 25. 7. 2025

Uloha 1 (KMS 15/16-Z3-6). Nech aj,as, ..., ass si kladné redlne ¢isla. Dokézte, ze
ai+ag + -+ ag3 < 82+ b1ba - - - b3,
kde b; je vicsie z ¢isel {1,a;} pre i =1,2,...,83.
Uloha 2 (IMO 1994, tloha 1). Nech m, n st kladné celé éfsla. Mnozina A = {a1,as,...,an} je takd podmnozina

mnoziny {1,2,...,n} ze zakazdym ked a; +a; < n pre nejaké 1 < i < j < m, tak a; +a; je tiez v mnozine A. Dokézte,
zZe
ar +ag+---+apy S n+1
m - 2
Uloha 3 (Polsko 1999, tloha 5). Dokézte, e pre Tubovolnych 2n redlnych &sel ay, ag, ..., an, by, ba, ..., by, plati
Yo (ai—agl+ b =b) < D lai—byl.

1<i<j<n 1<4,5<n

Uloha 4. Nech Zo, T1, T2, ... je neklesajlica postupnost nezdpornych celych &fsel taka, Ze pre kazdé k > 0 je pocet

¢lenov postupnosti, ktoré si nanajvys k, koneény; nech je tento pocet rovny yi. Dokézte, ze pre vsetky kladné celé
¢isla m, n plati
(o + @1+ @) + (Yo + Y1+ +ym) = (n+ 1) (m+1).

Uloha 5 (Cinska dievéenskda MO 2007). Nech m, n si celé éisla splitajice m > n > 2. Nech § = {1,2,...,m}
aT = {ai,as,...,a,} C S. Predpokladajme, Ze v mnozine T neexistuju dva rozne prvky, ktoré st oba delitelmi
niektorého prvku mnoziny S. Dokazte, ze

1 1 1 m+n

— =4t —< :

aq as Qp, m
Uloha 6 (Rumunskd MO 2000). Nech n > 1 je nepdrne celé ¢islo a nech z1, xa, ..., z, sd redlne ¢isla také, ze
|zr+1 — x| <1 pre kazdé k € {1,2,...,n — 1}. Dokdzte, ze

2
nc—1
|z1] + @2 + -+ 2p] — 21 22+ .2k < 1

Ulohy pre d'alsie rieSenie

Uloha 7 (KMS 18/19-Z3-6). Dokézte, ze neexistuje postupnost {a,}, ., prirodzenych ¢isel takd, ze
ap—1 S (an+1 - an)2 S anp
pre vSetky n > 2.

Uloha 8 (KMS 18/19-L3-9). Majme Iubovolnt postupnost kladnych redlnych &fsel ag, a1, ag, ... Dokéite, ze
nerovnost

1
1+a, >an_1 (1—1—)
n

plati pre nekoneéne vela kladnych celych &isel n.

Uloha 9 (MO73 A-II-4). Stcet 74 (nie nutne roznych) realnych &sel z uzavretého intervalu [4,10] je 356. Urcte
najviacsiu moznd hodnotu suétu ich druhych mocnin.

Uloha 10 (KMS 07/08-Z2-10). Cisla x1,25 ..., x, z intervalu (0, 1) splitajt vzah 21 + 2o + -+ + 2, = m+7, kde m
je celé ¢fslo a r € (0,1). Dokdzte, ze 23 + 23 + - + 22 < m + 2.

Uloha 11 (VJIMC 2018, p. 3). Nech n je kladné celé ¢islo a nech a; < as < --- < a, si redlne éisla spfﬁajﬁce
a1 + 2a9 + - -+ na, = 0.
Dokazte, ze pre kazdé redlne ¢islo x plati

ar[z] + as[2z] + - - - + ap[nz] > 0.

Uloha 12 (IMO Shortlist 2001). Najdite vietky n-tice &sel (pre kazdé n) ai1, ag, ..., an, pre ktoré plati
9 a @ ap—1
100_a1+a2+ +an’

kde ag =1 a (ax—1 — 1)ag—1 > aj(ay — 1) pre kazdé k € {1,2,...,n — 1}.
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Naznaky rieSeni
1 Pouzite indukciu.
2 Dokéze, ze a; + am41—i > n + 1 pre kazdé i.

3 Pre vietky &fsla rovnaké to zjavne plati. Dokaite, Ze ak zoberieme niekolko &fsel s maximalnou hodnotou a zvysime
ich o d, tak pravé strana nerovnosti sa zvysi aspon o tolko &o lava.

4 N3jdite vhodnu interpretaciu tlohy na Stvorcekovej mriezke.

V i-tom stfpci Stvrotekovej mriezky vyfarbime prvych z; policok nac¢ierno, zvysné policka ostant biele. Potom y; urcuje
pocet bielych policok v i-tom riadku.

5 Prendsobte si nerovnost m-kom.

Nech k; = |m/a;]. Tieto &isla ky, ..., k, poskytuji dobry néstroj na odhadovanie lavej strany nerovnosti.

6 Uvazujte K sicet kladnych ¢lenov a Z stcet zdpornych, ktorych je BUNV viac (v pocte, nie v suéte) ako kladnych.
Usporiadajte si postupnost a odhadnite pomocou usporiadanej postupnosti P.
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