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Ulohy, ktoré by ste mali poznat

Ak ich nepoznéte, odporacam si ich v rychlosti vyriesit. Teda ak neviete ako, pozrite si hinty. Tie
odporucam pozriet aj tak, obsahuju par uzito¢nych slov.

Uloha 1. Kolko najviac jazdcov (kofiov) mozno umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Ziadni dvaja
neohrozovali?

Uloha 2. Dokazte, ze kazda postupnost a1, as, ..., a, pozostavajica z n celych &isel obsahuje savisli
podpostupnost (teda aj, aiy1,...,a; pre i < j) so stctom prvkov delitelnym n.

Uloha 3 (61MO-B-I-5). V istom meste maji vybudovant siet na Sirenie klebiet, v ktorej si kazdy
klebetnik vymiena informacie s tromi klebetnicami a kazdé klebetnica si vymienia informécie s tromi
klebetnikmi. Inak sa klebety nesiria.

a) Dokazte, Ze klebetnikov a klebetnic je rovnako vela.

b) Predpokladajme, Ze siet na Sirenie klebiet je suvisla (klebety od Tubovolného klebetnika a 'ubo-
volnej klebetnice sa mozu dostat ku vSetkym ostatnym). Dokazte, ze aj ked sa jeden klebetnik
z mesta odstahuje, zostane siet sivislé.

Ulohy z MEMO a IMO

Uloha 4 (MEMO 2014 12). Dany je pravidelny n-uholnik, ktory rozrezeme na n — 2 trojuholnikov
pomocou n — 3 rezov pozdlz uhlopriecok, ktoré sa navzajom nepretinaji vo vnutri n-uholnika. Nech
dvojfarebnd trianguldcia je také rozrezanie n-uholnika, v ktorom kazdy trojuholnik je ofarbeny ¢iernou
alebo bielou farbou a kazdé dva trojuholniky so spolo¢nou stranou maju roézne farby. Celé &islo n > 4
nazyvame trianguldrne, ak pre pravidelny n-uholnik existuje dvojfarebna triangulicia taka, ze pre
kazdy vrchol A daného n-uholnika je pocet ¢iernych trojuholnikov s vrcholom A vacsi ako pocet bielych
trojuholnikov s vrcholom A. N&jdite vSetky triangularne éisla.

Uloha 5 (MEMO 2015 T4). Nech N je kladné celé &slo. V kazdom z N2 §tvoréekov tabulky N x N je
nakreslen4 jedna uhlopriecka. Nakreslené uhlopriecky rozdelia tabulku N x N na K oblasti. Pre kazdé
N uréte najmensiu a najvacsiu moznu hodnotu K.

Uloha 6 (IMO SL 2018 C1). Nech n > 3 je celé &islo. Dokazte, ze existuje mnozina S pozostavajica
z 2n kladnych celych &isel, pre ktora plati: Pre kazdé m = 2,3,...,n mnoZina S méze byt rozloZenéa
na dve pomnoziny s rovnakym si¢tom prvkov, z ktorych jedna obsahuje prave m prvkov.

Uloha 7 (IMO 1985, tiloha 4). Mame danych 1985 kladnych celych &isel takych, Ze Ziadne z nich neméa
prvociselného delitela vacsieho ako 23. Dokazte, ze medzi nimi existuja 4 ¢isla, ktorych saécin je stvrtou
mocninou celého ¢isla.

Uloha 8 (IMO SL 2018 C2). Queenie a Horst hraja hru na sachovnici rozmerov 20 x 20. Na zadiatku
je Sachovnica prazdna. Kazdé kolo Horst polozi jazdca na prézdne policko, ktoré nie je ohrozované
inymi jazdcami (ddmami ohrozené byt moéze). Potom Queenie polozi kralovni na prazdne policko. Hra
kon¢i, akonahle niektory z hracov nema spravit aky tah.

Najdite najvacsie mozné ¢islo K také, Ze bez ohladu na stratégiu Queenie, Horst vie na Ssachovnicu
ulozit asponn K jazdcov.



Uloha 9 (IMO 2016 U2 (C4)). Najdite vietky kladné celé &isla n, pre ktoré je mozné vyplnit policka
tabulky n x n tak, aby:

e v kazdom policku bolo préave jedno z I, M, O;
e v kazdy riadku a v kazdom stipci sa pismena I, M, O nachadzali rovnaky pocet krat;

e v kazdej diagonéle, ktorej pocet policok je delitelny tromi, sa pismené I, M, O nachadzali rovnaky
pocet krat.

Dalsie tlohy

Tu je vyber dalgich uloh, niektoré st na pribuzné tématiky, niektoré az tak nie. Taktiez st rdzne
obtiaZne.

Uloha 10 (PraSe 2000/01, 3. séria, tloha 4). Sachista Dominik sa chystéd na délezity turnaj. Na
tréning ma 76 dni a kazdy den chce zahrat aspon jednu partiu, celkom v8ak nie viac nez 132. Dokazte,
ze v niekol'kych po sebe iducich diioch, odohral presne 21 partii.

Uloha 11 (65MO-A-II1-3). Medzi obyvatelmi istého mesta st popularne matematické kluby. Kazdé
dva z nich maju asponi jedného spolo¢ného ¢Elena. DokaZte, Ze mozeme obyvatelom mesta rozdat kru-
7idla a pravitka tak, Ze iba jeden obyvatel dostane oboje, a pritom kazdy klub bude mat pri plnej
ucasti svojich ¢lenov k dispozicii ako pravitko, tak kruzidlo.

Uloha 12 (KMS 2017/18-L3-10). V hlavnom meste kolénie dokonéuji namestie. Plochu (2" + 1) x
(2™ +1) chen vydlazdit bielymi a ¢ernymi dlazdicami rozmeru 1 x 1. D1azdit musia tak, aby z ¢iernych
dlazdic nevznikol uzavrety hadik. V zavislosti od kladného celého ¢isla n urcte, kol'ko najviac Ciernych
dlazdic mézu pouzit?

Poznamka. Uzavrety hadik je postupnost k > 4 roznych ¢iernych dlazdic aq, ao, ..., ap takych, Ze
dlazdice a; a a;+1 pre i € {1,2,...,k — 1} a taktiez dlazdice a; a a; maju spolo¢ni hranu.

Uloha 13 (IMO 1964, tloha 1). 17 Tudi si piSe maily kazdy s kazdym. Kazda dvojica diskutuje prave
o jednej z troch tém. Ukazte, Ze existuju tri osoby, ktoré diskutuju o tej istej téme.

Uloha 14 (IMO SL 2016 C1). Teamleader na IMO vyberie kladné celé ¢isla n > k a oznami ich deputy
leaderovi a sutaziacemu. Teamleader potom tajne povie deputy leaderovi n-miestny binyrny retazec
X . Nasledne deputy leader napiSe vSetky n-miestne binarne retazce, ktoré sa od retazca X liSia prave
na k miestach. (Napr. ak n = 3, k = 1 a teamleader vyberie retazec 011, tak deputy leader napise 111,
001 a 010.) Stutaziaci sa pozrie na retazce napisané deputy leaderom a hada retazec X . Kolko najmenej
pokusov (v zavislosti od n, k) uc¢astnik potrebuje na to, aby uhéadol retazec X?

Uloha 15 (Tournament of towns 1985). V Bumbalke je 32 studentov, ktor{ st zoskupeni v 33 tajnych
matematickych kruzkoch. Kazdy krazok pozostédva z troch Studentov a Ziadne dva krizky nemaja
rovnaké zlozenie. Dokazte, ze existuju dva krizky, ktoré maju prave jedného spolocného Studenta.



Napovedy k rieSeniam

1. e Pri figirok a podobnych konstrukciach pride vhod uvazovat rézne zname (¢ uz z bezného
zivota alebo olympiadnych tloh) ofarbenia poli¢ok — rozmiestnite jazdcov na policka rovnake;j
farby bezného Sachovnicového ofarbenia.

e Chceme dokazat, Ze pri [ubovolnom rozmiestneni 33 jazdcov existujia dvaja, ktori sa ohrozuju.
Takato formulécia si pyta Dirichletov princip. Resp. tu vieme vyuzit princip delenia nasho
problému (teraz Sachovnice) na mensie, navzajom nezéavislé ¢asti. Ak rozdelime Sachovnicu na
32 navzajom ohrozujucich sa skupin, tak v kazdej méze byt najviac jeden jazdec.

2. e Hoci tato tloha neznie, Ze je zadané na Dirichletovo, da sa preformulovat nasledovne: ,, Dokazte,
ze existuju dve pozicie i < j také, ze n | a; + a;41 + - - - + a;“. Ostéva len sa vysporiadat, aku
vlastnost pozicii chceme sledovat.

e Pri praci so su¢tami suvislych podpostupnosti sa oplati sledovat tzv. prefixové sicty, teda
definovat si n + 1 ¢isel s; = a1 + a2 +...a; (teda sop = 0). Teda sa pytame, ¢i existuji s;, s;
také, ze n | s; — sj.

3. e DalSou wZito¢nou technikou pri kombinatorickych tlohach je pocitanie nejakych veci, ¢asto
aj ta istt vec roznymi sposobmi. Casto ju mozno vyuzit pri bipartitnych grafoch, teda v
situaciach, kedy méame nejaké dva typy objektov (muZov a Zeny / biele a ¢erne / parne
a neparne), pricom vztahy musia byt vzdy medzi roznymi typmi (klebetit / suseditf / mat
spolo¢ného delitela).

e a) Oznacte si pocty klebetnikov a klebetnic a pomocou nich dvomi spésobmi vyjadrite pocet
znamosti.

e b) Sporom. Ak neostane suvisla, pozrite sa ne jej suvisla cast. T4 ma podobné vlastnosti ako
siet zo zadania. Technikou ako pri a) dojdite ku sporu.

4. e Po vyskusani si malych pripadov si mozno lahko v&imnit, Ze pre 3 | n konstrukcia je mozné.
Skuste ju spravit indukciou.

e MoZe byt strana n-uholnika zaroven aj stranou bieleho trojuholnika?

e Uvazujte pocet stran bielych a ¢iernych trojuholnikov a zistite vztah medzi tymito poctami.
Z neho odvodte nutni podmienku pre n.

5. e Aku cast okraja tabulky mézZe obsahovat jedna oblast?

e Kazda oblast obsahuje 0 alebo 2 strany z okraja. Z toho priamo plynie dolny odhad na K.
Konstrukcia je jednoduché.

e Pre horny odhad zistite, akii plochu mo6ze mat oblast? Bude to chciet kus rozobrat pripady.

6. e Uzito¢né jednoduché uvedomenie: Nech ¥ je sii¢et prvkov mnoziny S. NaSou tlohou je vlastne
pre kazdé m = 2,3, ..., n najst m-prvkovi podmnoZinu S so stc¢tom /2.

e Proste skonStruujte vhodni mnozinu. Pri takychto konstrukcidch je vhodné volit ¢isla také
pekné, aby sa nam Tahko dokazovalo, Ze nasa mnoZina vyhovuje.

e Zoberte si n-prvkovi podmnozinu X C S s poloviénym siu¢tom. Teraz mate zatial n prvkov z
celkovych 2n. Viete z X spravit (n — 1)-prvkovit podmnozinu tak, aby ste ,,pouzili“ len jeden
dalsi prvok z S7



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ako sa zvyknu dokazovat tvrdenia typu ,existuje x prvkov s nejakou vlastnostou*?
Existuju dve ¢&isla, ktorych sicin je Stvorec?

Urobte dvojkrokového dirichleta. N4jdite najprv dostato¢ne vela Stvorcov a z nich vyberte
hladant $tvrtd mocninu.

Hned v podiatkoch riegenia by vas mal napadniut dolny odhad na K (zaloZeny na typickych
rieSeniach suvisiacich tloh). Na zéklade toho sa potom pozrite na tabulku primeranych malych
rOZMerov.

Spominany dolny odhad je K > 100: Horst bude ukladat jazdcov len na &erne polic¢ka (ktorych
je 200). Vyskusajte si na Sachovnici 2 x 2, ako sa tuloha riesi.

Tato tloha je len C2 — spravne rieSenie je naozaj K = 100.

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze Horst hré len na ¢ierne policka Sachovnice 4 x 4. Vie Qu-
eenie zarucit, Ze jedno konkrétne biele rohové policko bude po 4 kolach ohrozované niektorym
Horstovym jazdcom?

Pre n =9 to je mozné.
Spravnym rieSenim si n = 9k. Konstrukcia sa da Tahko zovSeobecnit.

Diagonaly sa pretinaju na Specifickych miestach. Pocitajte pocty konkrétneho pismena na
tychto poli¢ok podla riadkov, stipcov a uhlopriecok.

UvaZujte prefixové sicty s; = a1 +ag + - - - + a; a ukdzte, Ze existuju i a j také, ze s; = s; + 21.
Nevychadza dirichlet? Ako presne vyzera taky pripad?

Hoci je to 3-ka z celostéatka je Tahka.
Zamyslite sa nad tym, ako jednoducho by sa dala opisat konstrukcia.

Co ak by ,,skoro v8etci“ mali pravitko a kruzidlo by ziskali vdaka podmienke, Ze maja prienik
s ,,kruzidlovym“ klubom?

Skuste si tlohu vyriesit pre malé pripady: uz n = 5 je celkom zaujimavé.

Skuste ziskat nejaké netrividlne horné odhady. V tlohe sa objavuju ,hadiky“, aky pojem vam
to pripomina?

,Hadiky* sa vlastne cykly v grafe. Ak graf s n vrcholmi neméa mat cyklus, tak moze mat
najviac n — 1 hran. Najdite vhodny graf reprezentujuci situdciu a na zaklade neho ziskajte
odhad.

Odhad pre n =5 vyjde 19. Naozaj to ide dosiahnut (hoci nie tplne triviélne).

Vdaka peknym rozmerom tabulky konstrukcia ide spravit pekne induktivne / rekurzivne.

Dvojkrokovy dirichlet. Zoberte si jedného ¢loveka a pozrite sa na Tudi, s ktorymi si pise o jednej
téme.

Pozrite sa na X a jeho bitova negaciu. Kedy ich vie acastnik rozlisit na prvy pokus?

Ukézte, ze jeden Student je v aspon Styroch krazkoch. Co viete povedat o krizkoch, v ktorych
nie je?



