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1 Invarianty a pribuzné techniky

Budeme sa venovat tloham, v ktorych sa deju nejaké procesy — typicky v nich mame opisané nejaké
tahy, ktoré mézeme robit v zadanej situacii. Standardnou otazkou je, & sa vieme dostat do nejakej
Specifickej situacie, ale vieme sa pytat aj na iné veci. Za¢neme klasickou tlohou.

Uloha 1.1. Mame n vypnutych Ziaroviek. V jednom kroku si vieme zvolit Tubovolné 2 ziarovky a
prepnit ich (teda z vypnutej sa stane zapnuté a naopak). Urcte vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré
vieme vSetky Ziarovky zapnut.

Riesenie. Lahko prideme na to, Ze pre parne n to ide — vtedy vieme rozdelit Ziarovky do dvojic a
postupne ich po dvojiciach poprepinat. Takto tiez zrejme nadobudneme pocit, Ze pre nepérne n to
mozné nebude. Tazkou ¢astou tejto tlohy je to dokazat.

Sledujme pocet zapnutych Zziaroviek. V jednom tahu vieme vybrat:

e dve vypnuté ziarovky — vtedy obe zapneme a pocet zapnutych sa ndm zvysi o 2;
e zapnutl a vypnuti ziarovku — vtedy sa ndm ich stavy vymenia a pocet zapnutych sa nezment;

e dve zapnuté Ziarovky — vtedy obe vypneme a pocet zapnutych sa nam znizi o 2.

Teda kazdym tahom sa k poctu zapnutych Ziaroviek pripocita +2, 0 alebo —2. Takto sa vSak vieme
dostat len na péarne &isla. Preto ked n je neparne, tak vietky Ziarovky neprepneme.

Tato Gvahu vieme sformulovat aj nasledovne. Pocet zapnutych Ziaroviek je stéle parny, lebo:

e Na zaciatku je pocet zapnutych Ziaroviek parny (0).

e Kazdym tahom sa zvysi o +2, 0 alebo —2, ¢o paritu nezmeni.
O

Krluaéovou ideou rieSenia tejto tlohy bolo zistit, Ze nech robime, ¢o robime, podet Ziaroviek bude stéle
péarny. Tomuto pozorovaniu sa hovori, Ze sme nasli invariant. Ide o nejaka vlastnost, ktora sa pocas
uvazovaného procesu nemeni. Najdenie takejto vlastnosti ndm vie umoznit (¢astokrat pomerne jedno-
ducho) dokazat tvrdenia o skiimanom procese. Castokrat je vSak naro¢nou ¢astou tlohy najst spravny
invariant.

Uloha 1.2. V predoslej tilohe mame n Ziaroviek a v jednom kole prepiname k ziaroviek. Uréte vetky
dvojice kladnych celych &isel n, k, pre ktoré vieme vsSetky Ziarovky zapnit.

Vo viacerych tlohédch budeme dlazdit nejaké tutvary. Pod dlazdenim myslime uloZenie pripustnych
dlazdic bez prekryvania, pricom hranice dlazdic pokladdme na hranice $tvoréekov Stvorcekovej sieti.
Ak nie je Specifikované inak, tak dlazdice mozeme otacat a preklapat.

Uloha 1.3. Mame §tvorcekovi siet rozmerov 6 x 6. Polozime na fiu 8 dlazdic rozmerov 1 x 4, mozeme
ich aj otacat o 90°. Urcte vSetky policka, ktoré mozu ostat nepokryté.



Riesenie. Pri tejto tlohe sa da lahko zacat so skiiSanim — skisime si niekol'ko spdsobov, ako poukladat
8 dlazdic. Vieme tak prist na nasledovné sposoby.

Ked ich vhodne otoc¢ime, tak dostaneme, Ze vSetky policka vyfarbené Sedou farbou mozu ostat nepo-
kryté. Tiez sa dopracujeme k pocitu, Ze toto asi buda vSetky policka.

Opét stojime pred néro¢nejSou ¢astou tlohy — ako dokazat, Zze iné policka musia byt vzdy zakryté?
Skuste sa nad tym najprv sami zamysliet. Nizgie najdete niekolko pomocnych otézok.

e Pozrite sa na obrézok, v ktorom st Sedou vyfarbené vetky policka, ktoré mézu ostat nepokryté.
Tento obrazok vlastne uZ je hladany dokaz. Len sa treba naii pozriet a uvedomit si, ako

e Pozrite sa na proces pokladania dlazdic — ¢o sa stane, ked polozime jednu dlazdicu?

Ked polozime jednu dlazdicu, tak nech ju polozime akokol'vek, tak nam zakryje dve Sedé a dve biele
policka. (To I'ahko overime vyskuSanim vSetkych moznosti.) Pocet bielych poh’éokﬂ sa nam teda polo-
zenim dlazdice znizi o 2. Na zaciatku mame 16 bielych policok. Preto po poloZeni 8 dlazdic budeme
mat 16 — 8 - 2, teda 0 odkrytych bielych policok. Takto sme dokézali, Ze po Tubovolnom poloZeni 8
dlazdic nam ostant volné 4 sedé policka. O

Na tejto tlohe sme uvideli dalgiu uZitoénu techniku riegenia tloh tohto typu — farbenie. To spoé&iva v
tom, Ze si danu situaciu (v nasom pripade policka Stvorc¢ekovej siete), rozdelime na niekol’ko skupin. To
si vieme prirodzene reprezentovat zafarbenim poli¢ok. V mnohych tlohach hladany invariant vyuziva
vhodné ofarbenie situacie.

Aby sme boli presnejsi, v tejto tlohe sme nevyuzili invariant — skiimali sme pocet odkrytych bielych
policok a ten sa predsa menil. Menil sa v8ak kontrolovane — kazdym krokom sa znizil o 2. Ked sa na
to pozrieme vseobecne, tak nebudeme pri tlohach hladat len invarianty, ale hocijaké vlastnosti, ktoré
nam uzito¢ne popisu skimany proces. Ak by sme chceli skiimany pocet odkrytych bielych policok
nejako nazvat, tak sa odborne vola monovariant, kedZze pocas celého procesu ukladania dlazdic sa len
znizoval, teda bol monoténny. Samozrejme, monovariant moéze aj rast, napr. pocet zakrytych bielych
policok.

Farbenia teda idu ruka v ruke s invariantami — taktiez nam vedia jednoducho vyriesit ilohu, av8ak vie
byt tazké ich najst. V predoslej ulohe spravne farbenie prirodzene vyplynulo z jej rieSenia. To v8ak nie
je vzdy tak. Predstavte si len, Zeby sa tloha pytala na maximalny pocet dlazdic rozmerov 1 x 4, ktory
mozno umiestnit do Stvorcekovej siete 6 x 6. Ttto tlohu sme vlastne vyrieSili — na pokrytie celej siete
potrebujeme 6 - 6/4 = 9 dlazdic, kazda z nich zakryje dve biele poli¢ka z uvazovaného zafarbenia, ale
tych je len 16. Pri takomto rieSeni vSak naSe zafarbenie posobi ako nesmierny trik.

Nielen z tlohy ale aj z mnohych inych tloh vieme dostat uZito¢né farbenia. Isto ndm pomoZe
preriesit si vela uloh a ziskat tak prehlad o ¢asto pouZivanych farbeniach (a aj invariantoch). Okrem
toho vsak vieme zadant tlohu preformulovat na int, z ktorej nam vyjde hfadané farbenie. RieSenia cez

'aj Gernych, ale tie nas pre potreby dékazu nezaujimajt



farbenia su rieSenia obrazkom (resp. prikladom) — ukdZeme vhodny obrazok a doplnime ho vSeobec-
nou Gvahou, preco tento konkrétny obrazok dokazuje naSe vSeobecné tvrdenie. Ked si povieme, aky
obrazok by sme asi chceli, tak sa dostaneme k tlohe, kde nam stac¢i najst vhodny obr8azok / priklad
/ konstrukciu. A tato tlohu vieme riesit skusanim.

Uloha 1.4. Na kazdom policku Stvoréekovej siete 6 x 6 je zhasnuta lampa. V jednom fahu vieme zvolit
Tubovolné styri za sebou idice lampy v riadku alebo stlpci a prepnit ich. Je mozné takymito tahmi
zasvietit vietky lampy?

Uloha 1.5. V rade mame uloZenych n Ziaroviek. V jednom kroku si vieme vybrat k po sebe idcich
ziaroviek a v8etky z nich prepnut. Urcte vSetky kladné celé ¢&isla n, pre ktoré vieme vSetky ziarovky
zapnit. Ulohu rieste:

a) pre k = 2,
b) pre k =3,
¢) vSeobecne pre kladné celé ¢islo k.

Uloha 1.6 (KMS 15/16-Z2-7). Na kazdom policku Stvordekovej siete n x n je zhasnuta lampa. V
jednom tahu vieme zvolit Tubovolnych k za sebou idtcich lamp v riadku alebo stlpci a prepnut ich. V
zévislosti od kladnych celych ¢isel n, k urcte, ¢i je mozné takymito tahmi zasvietit vSetky lampy.

V predoslych tlohach sme pracovali s itvarmi tvaru 1 x k poliGok. Vieme sa stretnut aj s pestrejsimi
tvarmi. Tri policka vieme okrem tvaru 1 x3 usporiadat aj do tvaru L. Dost rozsirené s titvary zo Styroch
poli¢ok, nazyvané tiez tetromind (podobne ako domino z dvoch poli¢ok), ktoré su nasledovnych typov.

I L ) S T

Uloha 1.7. Pre kazdé z tetromin I, L, O, S, T ur¢te vietky kladné celé &sla n, pre ktoré mozno
vybranym tetrominom vydlazdit cela Stvoréekovi siet rozmerov n x n.

Uloha 1.8 (IMO SL 2014 C4). Na obrazku st znazornené S-tetromino a Z-tetromino spolu so vietkymi
moznymi otoceniami. Tetromind nemozno preklapat, kedZze preklopenie meni ich typ. Predpokladajme,
ze mnohouholnik P, ktory méa vrcholy v mrezovych bodoch stvoréekovej siete, mézno vydlazdit S-
tetrominami. DokaZte, ze bez ohladu na to, ako vydlaZdime mnohouholnik P s pouZitim iba S- a
Z-tetromin, tak zakazdym pouzijeme parny pocet Z-tetromin.

S-tetrominoes Z-tetrominoes

Uloha 1.9 (IMO 1986-3). Vo vrcholoch pituholnika sti umiestnené celé &isla tak, 7e sucet vietkych
piatich ¢isel je kladny. Ak méame tri po sebe idice vrcholy hodnoty v poradi z,y, z, priCom y < 0, tak
ich mozno nahradit hodnotami v poradi = 4+ y, —y, z + y. Toto opakujeme, kym medzi nimi existuje
aspoi jedno zaporné &islo. Zistite, ¢i tento postup musi skonéit po konecne vel'a krokoch.



Q Uloha 1.10 (MOT72 A-III-6). Nech n je prirodzené ¢islo také, ze n > 3. Policka tabulky n x n st na
zaCiatku biele, V kazdom kroku zmenime farby 5 Stvorcekov tvoriacich utvar

v Tubovolnom natoceni bud z bielej na ¢iernu, alebo naopak. Rozhodnite, ¢i je mozné po konecnom
pocte krokov dosiahnut to, Ze vietky Stvoréeky budu &ierne.

2 Ulohy na precviéenie

Ak st tlohy na Vas moc tazké, tak nejaké Tahké viete eSte najst v Zbierke KMS, ktoré je dostupna na
https://kms.sk/zbierka/.

Uloha 2.1 (MO73 C-I-5). Na tabuli st napisané &sla 1, v/2, V3. V kazdom kroku &isla a, b, c
napisané na tabuli zotrieme a nahradime ich ¢islami ab, be, ca. Zistite, ¢i po nenulovom pocte krokov
bude niektoré z ¢isel napisanych na tabuli prirodzené.

Uloha 2.2 (KMS 10/11-3Z-5). Na tabuli je narysovanych 5 kruznic, 7 §tvorcov a 9 trojuholnikov.
Marek a Palo hraju hru, v ktorej striedavo robia tahy. Urobit tah znamena zotriet Tubovolné dva
obrazce a nahradit ich jednym novym. V jednom tahu mozno nahradit

e dve kruZnice kruznicou, e dva Stvorce trojuholnikom,
e dva trojuholniky Stvorcom, e kruznicu a $tvorec Stvorcom,
e kruznicu a trojuholnik trojuholnikom, e Stvorec a trojuholnik kruznicou.

Palo vyhra, ak na konci ostane $tvorec. Marek vyhra, ak na tabuli zostane trojuholnik. Ukazte, pre
ktorého hraca existuje vitazné stratégia, ak hru zac¢ina Marek. PopiSte tuto stratégiu.

Uloha 2.3 (IMO SL 2002 C2). Policka tvorcekovej siete n x n, kde n je neparne prirodzené ¢islo, st
Sachovnicovo ofarbené ¢ernou a bielou farbou tak, Ze vSetky rohové policka sa ¢erne. L-triomino je
tvorené tromi Stvorcekmi usporiadanych do pismena L. Pre ktoré hodnoty n je mozné zakryt vietky
¢ierné policka navzajom neprekryvajicimi sa L-triominami? Ak to je mozné, aky je najemnsi potreny
pocet L-triomin?

Q  Uloha 2.4 (OIM shortlist 2009, [I] Problem 3.4). Na kazdom poli¢ku mriezky 8 x 8 policok sa nachadza
zhasnuté lampa. V jednom tahu si zvolime [ubovolnu lampu, ubovolny (vodorovny alebo zvisly) smer
a prepneme zvolenti lampu spolu so susednymi lampami vo zvolenom smere. Po nejakom pocte tahov
nam ostane svietit prave jedna lampa. Najdite v8etky policka, na ktorych sa moze tato lampa nachadzat.

Q Uloha 2.5. Tabulku (2n — 1) x (2n — 1) tvoréekov vydlazdime dlazdicami troch typov: triomina
L, tetromina S tetromind O (mo6zeme ich otacat a preklapat). Dokazte, Ze sme pouzili aspon 4n — 1
triomin L.



https://kms.sk/zbierka/

Uloha 2.6 (KMS 2003/04-L1-10). Feldo nasiel na povale starti achovi figiirku — delfina a spomenul
si na vekmi zabudnuty kaprov problém. Delfin sa méze hybat o 1 policko doprava, o 1 policko hore
alebo o 1 policko po diagonale dolava dole. Na zaciatku stoji delfin v lavom dolnom rohu Sachovnice
8 x 8. D4 sa s nim prejst celd Sachovnica tak, aby na kazdom policku stal prave raz?

Uloha 2.7 (KMS 17/18-3Z-9). Linoleum na podlahe jedalne tvori stvoréekovii mriezku m x n gtvor-
¢ekov. V kazdom Stvoréeku sa nachadza jeden stol. Osvetlenie jedalne zabezpecuju lampy, ktoré sa
nachadzaju v niektorych mrezovych bodoch mriezky (vratane tych na obvode, vSetkych mrezovych
bodov je teda (m + 1)(n+ 1)). Kazda lampa osvetluje stoly na tych Stvoréekoch, v ktorych rohoch sa
nachadza. V zavislosti od prirodzenych ¢&isel m, n najdite najmensi pocet lamp potrebny na to, aby
kazdy stol bol osvetleny aspon dvomi lampami.

Uloha 2.8 (65MO-A-II1-6). Na niektoré policko Sachovnice 6 x 6 postavime figtirku kralovica. Ta moze
v jednom tahu posko¢it bud v zvislom, alebo vo vodorovnom smere. DI7ka tohto skoku je striedavo
jedno a dve policka, pricom skokom dlzky jedna (t. j. na susedné policko) figiirka zac¢ina. Rozhodnite,
¢ sa da zvolit vychodiskové pozicia figurky tak, aby po vhodnej postupnosti 35 skokov navstivila kazdé
policko Sachovnice prave raz.

Uloha 2.9 (KMS 14/15-72-9). Hopko si z Ameriky objednal Sachovnicu s rozmermi 7 x 7 a zacal ju
dlazdit, hned ako ju dostal. K dispozicii mal dva typy dlazdic¢iek: S-ko zloZené zo $tyroch dlazdiciek
a L-ko zlozené z troch dlazdiciek. Dokazte, ze ak chce Hopko takymito dlazdickami kompletne vydlazdit
celt Sachovnicu (bez prekryvov a bez kuskov vyénievajtcich zo Sachovnice), tak musi pouzit prave jednu
S-kovua dlazdicku.

Uloha 2.10 (APMO 2007). Na kazdom policku tabulky 5 x 5 je zhasnuta lampa. V jedom kroku si
mozeme vybrat lampu a vybrant lampu spolu so vSetkymi lampami na susednych polickach prepnut.
Po niekolkych krokoch nam ostala svietit jedna lampa. Najdite vietky policka, na ktorych to mohlo
byt.

Uloha 2.11 (IMO SL 2009 C6). On a 999 x 999 board a limp rook can move in the following way:
From any square it can move to any of its adjacent squares, i.e. a square having a common side with it,
and every move must be a turn, i.e. the directions of any two consecutive moves must be perpendicular.
A non-intersecting route of the limp rook consists of a sequence of pairwise different squares that the
limp rook can visit in that order by an admissible sequence of moves. Such a non-intersecting route is
called cyclic, if the limp rook can, after reaching the last square of the route, move directly to the first
square of the route and start over. How many squares does the longest possible cyclic, non-intersecting
route of a limp rook visit?

Uloha 2.12 (KMS 11/12-L3-11). Na 3achovnici 8 x 8 nazyvame dve policka dotijkajice sa, ak spolu
susedia stranou alebo rohom. Uréte, ¢i dokaZe Sachovy kral prejst celi Sachovnicu tak, Ze zaéina na
nejakom policku, a po¢nic od druhého tahu sa vZdy pohne na policko dotykajice sa s parnym poctom
uz navstivenych policok.

Uloha 2.13. Na z oboch stran nekone¢nom rade poli¢ok je rozmiestnenych kone¢ne vela kameiiov.
Ak sa na nejakom policku nachadzaja aspont dva kamene, moZeme z tohto policka zobrat dva kamene
a polozit po jednom z nich na dve susedné policka. Existuje poc¢iato¢né rozmiestnenie kamenov také,
Ze po nenulovom kone¢nom pocte spomenutych tahov je mozné dostat pociatocéné rozloZenie?

Uloha 2.14 (Stanford Putnam training 2007). (¥) Majme tabulku n x n, na ktorej je n — 1 &iernych
poli¢ok (zvysné su biele). V jednom kroku si vieme vybrat biele policko, ktoré susedi hranou s aspon
dvomi ¢iernymi, a zafarbit ho nadierno. Dokazte, Ze opakovanim takychto krokov nevieme zafarbit
vSetky policka Sachovnice nacierno.

Uloha 2.15. V tabulke 4 x 4 mozeme presuvat Stvoréeky na volné miesto. Mozeme tak z konfigurécie
nalavo dostat konfiguraciu napravo?
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Uloha 2.16 (Vyberové sistredenie 2013/14). Sialeny vedec zostrojil armadu robotov. Problém je v
tom, Ze niektoré dvojice robotov sa nenavidia (nenavist je vzajomna). Vzdy v8ak s robotmi vie urobit
jednu z nasledujicich dvoch operacii:

e Ak nejaky robot nenévidi neparny pocet robotov, vedec ho moze znicit.

e Vedec moze zdvojnasobit armadu tak, ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch robotov R; a Rs.
Pre kazdu dvojicu pévodnych robotov R, ), ktori sa nenavideli, sa budt nenévidiet aj roboti Ry
a (Q1, aj roboti Re a (2. Roboti R a Ry sa tiez nenavidia pre kazdého pévodného robota R. To
su vSetky dvojice robotov, ktoré sa buda nenavidiet po zdvojnasobeni.

Dokazte, ze vedec vie po kone¢nom pocte operacii dostat armadu robotov, v ktorej neexistuje dvojica
robotov, ktora sa nenavidi.

Uloha 2.17 (IMO2004-3). Nazvime hdk ttvar vytvoreny zo Siestich jednotkovych stvoréekov ako na
obrazku.

Néajdite vSetky pravouholniky m x n, ktoré sa daju vydlazdit hakmi.

3 Dalsie kombinatorické ulohy

Ulohy 1 a 2 sme riesili na prednaske.

Uloha 3.1 (KMS 15/16-1Z-7). Zajo si natiera plot, pricom dodrziava nasledujtce pravidla:

e ziadne dve susedné latky nemaju rovnaka farbu,

e nevieme z plota vybrat styri latky (nie nutne susedné) bez zmeny ich poradia tak, aby boli natreté
v poradi X, Y, X, Y, pre Ziadne dve rozne farby X, Y.

Kol'ko najviac latieck moéze mat Zajov plot, ak nechce pouzit viac ako n réznych farieb?

Uloha 3.2. Vedec mé niekolko skimaviek s na pohlad identickymi kvapalinami. Prave jedna zo
skiimaviek obsahuje jed. Vedec méa k dispozicii n testovacich papierikov a k dni. Na zadiatku dha vie
vedec kazdy papierik ponorit do zmesy Iubovolnej podmnoziny kvapalin. Pokial zmes obsahuje ¢o i
len kvapku jedu, papierik sa permanentne zafarbi nacerveno, teda v d'alsich diioch je uz nepouZitelny.
Pokial zmes neobsahuje jed, tak sa s papierikom ni¢ nestane a mozno ho pouzit dalej.

V zavislosti od kladnych celych ¢isel n, k uréte najvacsi mozny pocet skiimaviek, ktoré vedec moze
mat, aby zaruCene pocas k dnf identifikoval skimavku s jedom.



Uloha 3.3 (MEMO 2025, T4). Nech n je kladné celé &slo. V provincii Tramtéria je 100n miest, z
ktorych kazdé dve st spojené priamou cestou. Kazda z tychto ciest ma mytnicu, ktora vyberéd kladni
sumu mytneho. Pre kazdi cestu sa prijem jej mytnice rovnomerne rozdeli medzi dve mesta na koncoch
cesty (teda kazdé z tychto dvoch miest dostane polovicu myta). Celkovy prijem mesta je rovny sucétu
prijmov, ktoré toto mesto ziskava zo 100n — 1 mytnic na svojich cestéch.

Podl'a nového zakona ziska prijmy niektorych mytnic federélna vldda namiesto miest prislichajucich
tymto mytniciam. Guvernér Tramtarie rozhoduje o tom, o ktoré mytnice pojde. Primétori miest poza-
duju, aby po tejto zmene kazdému mestu zostal celkovy prijem vo vyske aspon 99 % jeho pdvodného
celkového prijmu.

V zéavislosti od n najdite najvicsie kladné celé ¢islo k také, Ze guvernér vie vzdy vybrat k mytnic, z
ktorych bude federalna vlada ziskavat prijem, pricom uspokoji poziadavky primatorov miest.

Uloha 3.4 (KMS 11/12-7Z3-7). (V) Petrzlena s CéDeckom uz prestalo bavit hrat piskvorky. Preto
CéDecko vymyslel novii kartova hru. V tejto hre je 2n kariet poloZzenych na stole v rade za sebou. Na
kazdej karte je zhora napisané prirodzené ¢&islo. Jeden tah spociva v tom, Ze si hra¢ na tahu zoberie
kartu z kraja radu. Prvy tah&a CéDecko a dalej sa s Petrzlenom striedaji. Hra skonéi, ked sa minu
vSetky karty na stole. Skoére hraca je siicet Cisel na kartach, ktoré si potiahol. Dokézte, ze CéDecko
moze mat vzdy aspon také skore ako Petrzlen.

Uloha 3.5. Pre dané prirodzené &slo n najdite najviacsie ¢islo k také, Ze mozno do kruhu napisaf
postupnost nil a jednotiek dlzky k taki, Ze ziadna n-tica sa tam nevyskytuje dvakrat.

Uloha 3.6 (IMO 2002, tloha 1). Nech n je kladné celé ¢islo a nech T je mnoZina vietkych bodov
(xz,y) v rovine, kde = a y si celé nezaporné &isla a x +y < n. Kazdy bod z mnoZiny T je ofarbeny bud
¢ervenou, alebo modrou farbou. Ak je bod (z,y) ¢erveny, st ervené aj vietky body (2/,y’) € T, pre
ktoré plati ' < x a 3y’ < y. Nech X je pocet spésobov, ako méZeme vybrat n modrych bodov tak, Ze
vSetky ich xz-ové sturadnice si rozne a nech Y je pocet sposobov, ako moézeme vybrat n modrych bodov
tak, Ze vSetky ich y-ové stiradnice st rézne. Dokazte, ze plati X =Y.

Uloha 3.7 (AOPS). Mame 100 na pohlad nerozlisitelnych minci, z ktorych kazda vazi 1, 2 alebo 3
gramy. Je mozné za pomoci 101 vazeni zistit hmotnosti vSetkych minci?

Uloha 3.8 (KMS 18/19-Z1-9). KedZe Betke je za Kikou smutno, upickla jej dalsich 20 pernikov s
vahami postupne 10, 20, ..., 200 gramov, ale nevie, ktory pernik kol'ko vazi. Ked prisla na postu zistila,
ze moze Kike poslat len dva perniky. Chvalabohu, Vodka je po ruke a je sktseny vazi¢ jedla. Betka
moze dat Vodkovi l'ubovolné dva perniky a Vodka jej povie, ktory je tazsi. Zialbohu, Vodka to nerobi
zadarmo. ZakaZzdym, ked dava Betka Vodkovi vazit perniky, musi mu dat spolu s nimi treti pernik,
ktory Vodka zje. Vysledok vazenia Vodka povie az po zjedeni pernika. Vie Betka tymto sp6sobom
zaruene najst dva perniky, ktoré spolu vazia aspon a) 280 b) 300 gramov?

Uloha 3.9 (IMO 2017 Shortlist, C3). (?) Alex hra nasledujtcu hru s 9 polickami ulozenymi v riadku.
Na zadiatku su vSetky policka préazdne. V kazdom svojom tahu moéze Alex vykonat prave jednu z
nasledujtcich operacii:

(1) Vyberie si Tubovolné &islo tvaru 27, kde j je nezaporné celé ¢islo, a umiestni ho do Tubovolného
prazdneho policka.

(2) Vyberie si dve (nie nutne susedné) policka, ktoré obsahuji to isté ¢islo; ozna¢me ho 27. V jednom
poli¢ku toto &islo nahradi ¢islom 2/t a z druhého policka ¢islo vymaze.

Na konci hry obsahuje jedno policko ¢islo 27, kde n je dané kladné celé Cislo, a zvy$né policka su
prazdne. V zavislosti od n uréte najvacsi mozny pocet tahov, ktoré Alex mohol spravit.
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Ofarbite si polygédn Cierno-bielo tak, aby kazdé S zakrylo parny pocet ¢iernych policok a
kazdé Z neparny pocet Ciernych.

Také ofarbenie sa da najst celkom jednoducho: zacnite so Stvorcom 2 x 2 a dalej sa vam
vsetko urdi.

N4jdite monovariant, ktory bude klesat. AvSak nemoze klesat neobmedzene, takZe musi
byt nie¢im ohrani¢eny. Napr. skuste taky, ktory moéze byt iba nezdporny. MoézZete skusat
rozne vyrazy.

Zéapornych &isel sa zbavite, ak budete mat vSetky ¢isla ¢o najviac rovnaké. Skiiste hladat
také vyrazy, ktoré maju malé hodnoty pre takmer rovnaké ¢isla.

Odporucam zacat najprv konStrukciu, aby ste nabrali intuiciu, ¢o bude asi vysledok.

Ano, na odhad chcete najst nejaky invariant. Funguje klasicky — zafarbite neparny pocet
poli¢ok tak, aby kazdy tah prepinal parne vela. D4 sa vSak vyuZit aj zafarbenie viacerymi
farami. Pamétajte, Ze chcete vyuzit podmienky delitelnosti ¢isla n, kedy to nejde (na ktoré
ste snad prisli spravne).

Viimnite si, ze skimany ttvar mé v kazdom riadku a aj v kazdom stlpci neparny pocet
policok.

V skuto¢nosti sa hra skon¢i vzdy rovnako, bez ohladu na to, ¢o hraci robia. Treba najst
spravny invariant, ktory zarudi, ¢o ostane na konci. Analyzujte jednotlivé tahy, ¢o také by
sa nemuselo menit. Bude fajn do toho zakomponovat aj zvySok po deleni nie¢im.

Skumajte zvySok rozdielu poctu Stvorcov a trojuholnikov po deleni 3.

Dostat sa k spravnemu vysledku pri tejto tlohe nie je jednoduché. Odpori¢am vam najprv
dostatocne sa s tlohou pohrat.

Existuje n, pre ktoré vieme zakryt vSetky Cierne policka. Ak ste také eSte nenagli, tak
pohladajte a skiiste najst aj dalsie.

Pre ziskanie hornych odhadov sa pozrite na vhodnti podmnozinu ¢éiernych polic¢ok a spoci-
tajte pokryvania.

Existuje jednoduché konstrukcia, ako dostat jednu svietiacu lampu. Na ktorych polickach
ju vieme dostat?

Ak ste nasli spravne, jednu svietiacu lampu vieme dostat na dva tahy. Takto vieme odstat
osamotené lampy na polickach dve policka od nejakého kraja. Vyfarbite si to. Ako viete
toto farbenie vyuZzit?

Vsimnite si, Ze kazdy tah prepina parny pocet nevyfarbenych poli¢ok.

2.5. Néajdite ofarbenie také, ze kazdé O a S zakryji préave jeden Stvorcek a kazdé L zakryje najviac

jeden Stvorcek. Potom len spocitajte
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Ofarbite si Sachovnicu tak, aby delfin pri kazdom pohybe menil farbu poli¢ka. Prist na
ofarbenie je jednoduché. Staci postupne farbit podla tejto podmienky.

Spravne ofarbenie vyuziva 3 farby, ale z farby zaciato¢ného poli¢ka méame najmenej poli¢ok
(21).

Néjst konstrukcie by nemusel byt problém. Pre dolny odhad poc¢tu lamp najdite vhodnu
mnoZinu stolov.

Ako zéklad zvol'te stoly tak, nech kazda lampa osvecuje najviac vybrany jeden stol. Sumujic
cez v8etky vybrané stoly méame dolny odhad. V jednom pripade to v8ak uplne nefunguje.
Moézete vage tvahy rozsirit a dovolit nejaké lampy osvetlujuce viac stolov.

Opét si zafarbite S8achovnicu tak, aby kralovi¢ pri svojich tahoch vhodne menil farby.

Pri tahoch o 1 funguje Sachovnicové ofarbenie. Pri tahoch o 2 tiez vieme ofarbit Sachovnicu
dvomi farbami. Dokonca na §tyri nezavislé ¢asti (lebo tahmi dlzky 2 sa kralovi¢ vie hybat
len po stvrtine Sachovnice). Skuste tieto farbenia skombinovat.

Mali by ste dospiet k ofarbeniu pomocou 4 farieb (ktoré je aj jedno z najznamejsich). Aké
farby navstivi kralovi¢ v Styroch po sebe idacich tahoch?

Ak sa vam nedari prist do sporu, lebo vam ostali nejaké policka, na ktorych by kralovi¢
zacinat mohol, tak ste uz len kusok od rieSenia. Sta¢i vlastne spravit to isté, len s trosicku
inym farbenim.

Ofarbite sachovnicu tak tak, aby kazdé S zakryvalo prave jedno ¢ierne policko. Rozmyslite
si potom, ¢i ¢iernych poli¢ok chcete radsej viac alebo menej.

Oznacte si polet pouzitych S-iek a pocitajte, ako to vychadza s pokrytymi polickami v
jednotlivych farbach.

Opét najdite standardné ofarbenie — také, kde kazdy tah prepina parny pocet vyfarbenych
policok.

Nie zrovna najjednoduchsie néjst konstrukciu pre tie policka, pre ktoré to ide.

Aj pri tejto ulohe pojde o vhodné ofarbenie S8achovnice, len na prvy pohlad nie je jasné,
¢o by to ofarbenie malo sledovat. Skiste sa odvinit od toho, Ze limp rook mé na vyber (s
vynimkou prvého tahu) najviac dve policka na vyber.

Ofarbite si Sachovnicu 4 farbami tak, aby

Pri tejto tlohe nejde o farbiaci invariant. Skiiste sa zamysliet nad nie¢im inym. Zo zadania
si mozete domysliet, Ze to bude mat nieco s paritou, ako naznacuje zadanie.

Kazdé novo navstivené policko susedi s paArnym poc¢tom uz navstivenych polic¢ok. Skiste si
tieto susednosti nejako zaznacit do obrazka.

Susednosti si mozeme predstavit ako dvere medzi susednymi komnatami (polickami), resp.
aj ak hrany grafu. Kazdy tah nam ,minha“ parny pocet tychto susednosti (dveré, hran, ...)

Nakreslite si niekol'ko prikladov krokov. MéZzete sa pozriet aj na také, kde mate uz suvislé
utvary, prip. kde dostavate uz stvorec. Co maju tieto itvary spolo¢né, resp. v ¢om sa liSia
len jednym smerom, Zzeby sme tam mohli mat monovariant.

Pozrite sa na obvod atvaru.



2.15.Pri ulohach o permutéciach (teda postupnost ¢isel 1,2, ..., n v nejakom poradi) sa oplati Studovat
tzv. pocet inverzii permutacie. Ide o pocet dvojic prvkov, ktoré st v opacnom poradi.

2.16. o

2.17. °

3.4. °

Néajdite monovariant, ktory bude vyjadrovat, ako blizko ste cielovému stavu. UkaZte, Ze ho
viete znizovat.

Graf nam ,,zvacésuje* druhé operacia. Preto ukazte, zZe druht operéciu vieme vykompenzovat
zniZzenim monovariantu.

Ako vyzeraju grafy, ktoré vieme vybavit len s 1. operaciou? Ako by potom mohli vyzerat
tie, kde operéciu 2 pouzijeme len raz, ...

Héky sa vzdy daja poparovat, ¢im vytvoria 12-polickové dlazdice dvoch typov.
Teda 12 | mn. Najdite konstrukcie, kedy to ide.
Pre vylucenie pripadov najdite vhodné ofarbenie tabulky.

Vsimnite si, ze celkom pekne funguje, ked ofarbujeme po stipcoch alebo po riadkoch. Skuste
sa od toho odpichnut.

Z najdenych konstrukcii sa da prist na to, Ze chcete ukazat podmienku 24 | mn, teda
musime mat parne vela dlazdic. Teda aj naSe farbenie by chcelo mat nieco s paritou.

Vedel by si CéDecko nejako zaruéit, aké &isla si vlastne zoberie?

Ano vedel. Vhodne si rozdelte ¢isla na dve polovice, aby CéDecko vel zobrat taki, ktorej
stcet nie je mensi ako druhe;j.

Ofarbite si karty striedavo bielou a ¢ernou farbou a hrajte za CéDecka tak, aby ntil
Petrzlena brat len ta horgiu farbu.

Prelozte si tlohu do tedrie grafov.

Nechte hladat (Hamiltonovksa) kruznicu cez vsetky vrcholy, lebo to je tazky problém.
Chcete hladat nie¢o jednoduchsie cez vSetky veci. Otazka je, ¢o st to tie veci a ako néasledne
tu dlohu tak na grafy transformovat.

Prelozte zadanie ako orientovany graf a hladajte v iom uzavrety (Eulerov) tah prechadza-
jaci kazdou hranou préve raz.

3.9. Rieste ulohu vseobecne pre k poli¢ok miesto 9 a odvodte rekruzivny vztah.
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