Teéria grafov
Jozef Rajnik

1 Prehl'ad uZito¢nych tvrdeni o grafoch

Veta 1. V kazdom grafe je pocet vrcholov neparneho stupiia parny.

Veta 2. Nech G je graf s n vrcholmi. Nasledovné tvrdenia st ekvivalentné
(i) G je strom, teda suvisly acyklicky graf.
(ii) Kazdé dva vrcholy grafu G st spojené prave jednou cestou.

)

)
(iii) G je suvisly graf, ale po odobrani akejkol'vek hrany uz savisly nebude.
(iv) G je acyklicky graf, ale po pridani [ubovolnej hrany uz acyklicky nebude.
)

(v) G je suvisly graf s n — 1 hranami.
(vi) G je acyklicky graf s n — 1 hranami.
Veta 3 (Euler). Nech G je suvisly rovinny graf s v vrcholmi, e hranami a f oblastami. Potom
v—e+ f=2.

Veta 4 (O Eulerovom tahu). Graf obsahuje uzavrety (otvoreny) Eulerov tah prave vtedy, ked je
suvisly a mé vSetky stupne parne (az na dva vrcholy neparneho stupia).

Veta 5 (O orientovanom Eulerovom tahu). Orientovany graf obsahuje uzavrety Eulerov tah prave
vtedy, ked je silno sivisly a do kazdého vrchola vchadza rovnako vela hran, ako z neho vychadza.

Veta 6 (Ore). Ak v grafe s n vrcholmi maju kazdé dva nesusedné vrcholy sicet stupiiov aspon n, tak
obsahuje Hamiltonovski kruznicu.

Veta 7 (O bipartitnych grafoch). Graf je bipartitny prave vtedy, ked neobsahuje kruznicu nepérnej
dlzky.
Veta 8 (Brooks). Nech G je graf s maximélnym stupniom A. Nech x je najmensi pocet farieb, ktory je
potrebny na zafarbenie vrcholov grafu G tak, Ze kazdé dva susedné vrcholy maja réznu farbu. Potom
(i) ak G je tplny graf alebo cyklus nepéarnej dlzky, tak x = A + 1;
(i) inak x < A+ 1.

Veta 9 (Vizing). Nech G je graf s maximalnym stuptiom A. Nech y’ je najmensi pocet farieb, ktory
je potrebny na zafarbenie hran grafu G tak, ze kazdé dve susedné hrany maja roznu farbu. Potom

A<y <A+1

Veta 10 (Hall). Bipartitny graf G s particiami A, B obsahuje parovanie pokryvajice mnozinu A prave
vtedy, ked kazda podmnozina X C A ma v mnozine B aspon | X | susedov.

Veta 11 (Tutte). Graf G obsahuje perfektné parovanie préave vtedy, ked pre kazdu mnozinu vrcholov
X ma graf G — X najviac | X| komponentov suvislosti neparnej velkosti.

Veta 12 (Mantel). Graf na n vrcholov, ktory neobsahuje trojuholnik ma najviac n?/4 hran.

Veta 13 (Turén). Graf na n vrcholoch, ktory neobsahuje r 4+ 1 vrcholov, ktoré si spojené kazdy s
kazdym, mé pocet hran najviac
r—1 n? _ (1 1 n?
r 2 r 2
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2 Rozbehové dlohy

Uloha 1. Dokazte, Ze ak graf ma minimalny stupen § > 2, tak obsahuje kruznicu dlzky aspoi § + 1.
Uloha 2 (61MO-B-I-5 a)). Dokazte, Ze regularny bipartitny graf ma particie rovnakej velkosti.

Uloha 3 (61MO-B-I-5 b)). Nech G je bipartitny stavisly 3-regularny graf. Dokézte, Ze G ostane stvisly
aj po odstraneni Iubovolnej a) hrany, b) Tubovolného vrhchola.

Uloha 4. Pre ktoré n a k existuje k-regularny graf s n vrcholmi?
Uloha 5. Nech G je 4-regularny graf. Dokazte, ze G ostane suvisly aj po odstraneni l'ubovolnej hrany.

Uloha 6. Doaite, ze graf, ktorého kazdy vrchol ma stupein asponn 3, obsahuje kruznicu parnej dlzky.
Musi obsahovat aj kruznicu neparnej dlzky?

Uloha 7 (KMS 17/18-1L-7). Jezisko mé pripravenych m roznych daréekov, z kazdého jeden kus.
Na svete je n deti (n < m). Pre kladné celé ¢islo i < n, i-te dieta mé z Jeziskovych m darcekov
vyhliadnutych d; darcekov, po ktorych tuzi (1 < d; < m). Jezisko vie, Ze plati

1
- 4+ - 4+ 4+ = <1
d1 do dn —
Dokazte, ze Jezisko moze rozdat detom po jednom darceku tak, aby kazdé dieta dostalo darcek, po
ktorom tiZi.

Uloha 8. V skupine n plati, ze ak vyberieme I'ubovolnych tyroch Tudi, tak aspof jeden z nich pozna
zvysnych troch (znamosti st vzajomné). Dokazte, ze existuje ¢lovek, ¢o pozna vSetkych ostatnych.

Uloha 9 (KMS 14/15-1Z-8). Miso sa hra na Spidermana a vyrobil si doma pavuéinu. T4 pozostava
z 3" kamienkov, kde n je prirodzené ¢islo, pricom kazda dvojica kamienkov je spojenéd prave jednou
nitkou. Za chvilu sa vratia MiSovi rodi¢ia, a tak potrebuje pavuéinu rozpliest. Rozpleta ju nasledovnym
sposobom: vyberie si trojicu kamienkov, medzi ktorymi st zatial vSetky tri nitky, a tieto tri nitky
odstrani. Dokazte, ze takymto sposobom vie postupne z pavudiny odobrat vSetky nitky.

Uloha 10. V skupine n > 6 deti mé kazdé dieta prave troch kamaratov (kamaratsvo je vzajomné).
Dokézte, Ze deti moZno rozdelit na dve neprazdne skupiny tak, ze kazdé dieta v skupine mé v nej aspon
dvoch svojich kamaratov.

Uloha 11. Dokéite, ze vrcholy kazdého grafu G, ktorého minimalny stupei je aspoii 1, mozno rozdelit
na dve skupiny tak, Ze kazdy vrchol ma suseda v druhej skupine ako je on sam.

3 Trikové tulohy

Uloha 12 (KMS 2002/3-L1-11). Mame mn mreZovych bodov usporiadanych do obdiznikovej siete
m X n bodov. Spomedzi mrezovych bodov je m + n bodov zafarbenych nacerveno. Kazdé dva ¢ervené
body, ktoré sa nachadzaji v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci st spojené ervenou &arou.
Dokazte, Ze sa tam musi nachidzat uzavreta lomenéa Ciara z Cervenych spojnic.

Uloha 13. Nech M = {1,2,...,17}. Dokézte, Ze existuje postupnost 5-prvkovych podmnoZin mnoziny
M, v ktorej

1. kazdé dve za sebou idiice podmnoziny st disjunktné;



2. sa kazda dvojica navzajom disjunktnych 5-prvkovych podmnozin mnoziny M nachadza prave raz
vedla seba.

Uloha 14. Dané st dva Stvorcové kusy papiera, kazdy s obsahom 2003. Kazdy papier je rozdeleny na
2003 mnohouholnikov s obsahom 1 (rozdelenia mozu byt rozne). Jeden kus papiera polozime na druhy.
Dokazte, ze mozeme pomocou 2003 $pendlikov prepichnit vSetkych 4006 mnohouholnikov.

Uloha 15 (Rusko, 2001). Na party je 2n 4 1 Tudi. Vieme, 7e ak si vyberieme skupinu Tubovolnych
n ludi, tak existuje mimo tejto skupiny acastnik party, ktory pozné vSetkych ludi z tejto skupiny.
Dokézte, ze na party je GcCastnik, ktory pozna vsetkych ucastnikov party.

Uloha 16 (KMS 2018/19-Z3-9). V Nemecku je 2n miest, z ktorych st niektoré dvojice spojené cestou.

7 kazdého mesta vychadzaju prave tri cesty: Cierna, Cervena a zltd. Hovorime, Ze v Nemecku moZno
zaviest ekonomicki rovnovahu vahy k, ak:

o Kazdé cesta je vlastnena prave jednym z dvoch miest, ktoré spéja.

e Ak mesto A vlastni cestu do mesta B, tak mesto B plati mestu A denne x eur, kde x je kladné
celé ¢islo mensie ako k (nie nutne rovnaké pre kazdua cestu).

e Kazdé mesto denne zaplati za prendjom ciest rovnako vela, ako dostane od inych miest.

Néajdite, v zévislosti od n, najmensie také celé ¢islo k, Ze v Nemecku mozno zaviest ekonomicki rov-
novahu véhy k.

Uloha 17. Pre dané prirodzené ¢islo n néajdite najviacsie ¢slo k také, ze mozno do kruhu napisat
postupnost nil a jednotiek dizky k taku, ze ziadna n-tica sa tam nevyskytuje dvakrat.

Uloha 18 (Vyberko 2014, 18). Sialeny vedec zostrojil armadu robotov. Problém je v tom, Ze nie-
ktoré dvojice robotov sa nenavidia (nenavist je vzajomna). Vzdy vSak s robotmi vie urobit jednu z
nasledujtcich dvoch operacii:

(i) Ak nejaky robot nenavidi neparny pocet robotov, vedec ho méze znicit.

(ii) Vedec moze zdvojnasobit armadu tak, ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch robotov R; a Rs.
Pre kazdu dvojicu pévodnych robotov R, ), ktori sa nenavideli, sa budi nenavidiet roboti Ry, Q1
aj roboti Ry a Q2. Roboti Ry a Ry sa tiez nenévidia pre kazdého pdévodného robota R. To st
vSetky dvojice robotov, ktoré sa buda nenavidiet po zdvojnasobeni.

Dokazte, ze vedec vie po koneénom pocte operacii dostat armadu robotov, v ktorej neexistuje dvojica
robotov, ktora sa nenévidi.

4 IMO-ish dlohy

V dlohe 19 ddavam do pozornosti hlavne horny odhad a v ilohe 20 ¢ast b). ZvySené casti tych iloh su
hlavne o hrani.

Uloha 19 (KMS 2017/18-L3-10). V hlavnom meste kolénie dokonéuji namestie. Plochu (2" + 1) x
(2™ 4 1) chen vydlazdit bielymi a ¢iernymi dlazdicami rozmeru 1 x 1. D14zdit musia tak, aby z ¢iernych
dlazdic nevznikol uzavrety hadik. V zavislosti od kladného celého éisla n urcte, kol'ko najviac ¢iernych
dlaZzdic moézu pouzit?

Pozndmka. Uzavrety hadik je postupnost k > 4 réznych &ernych dlazdic ai, ao, ..., ai takych, Ze
dlazdice a; a a; 41 pre i € {1,2,...,k — 1} a taktiez dlazdice aj a a1 maju spolo¢nu hranu.



Uloha 20 (IMO Shortlist 2015, C2). Nech V je koneéna mnozina bodov roviny. Hovorime, Ze mnozina
V je vyvdZend, ak pre Tubovolné dva rozne body A, B € V existuje bod C € V taky, ze |AC| = |BC|.
Hovorime, Ze mnozina V je decentralizovand, ak pre I'ubovolné rozne body A, B,C € V neexistuje
ziaden bod P, pre ktory plati |PA| = |PB| = |PC]|.

a) Dokazte, Ze pre kazdé celé ¢islo n > 3 existuje vyvaZena mnozina pozostavajica z n bodov.
b) Pre ktoré celé ¢isla n > 3 existuje vyvaZena decentralizovana mnoZina pozostéavajica z n bodov?

Uloha 21 (Estonsko 2007, Vyberko 2017). Uvazujme Stvoréekova mriezku n x n, kde n je kladné celé
¢islo. V jednom tahu vyberieme Styri policka, ktoré lezia na prieniku dvoch riadkov a dvoch stipcov
a na kazdé z nich poloZime Zeton. Tento tah méZeme spravit len vtedy, ked aspont jedno zo Styroch

vybranych poli¢ok je prazdne. V zavislosti od ¢isla n urcte najvacsi pocet tahov, ktory mézeme spravit,
ak zac¢iname s prazdnou mriezkou.

Uloha 22 (IMO Shortlist 2019, C4). V rovnice zvanej Camelot, kral Artus postavi labyrint £ pozos-
tavajuci z n stien — priamok. Ziadne dve steny nie st rovnobezné a ziadne tri steny sa nepretinaji v
jednom bode. Potom Merlin zafarbi jedu stranu kazdej steny namodro a druhd stranu nacerveno.

V mieste prieniku dvoch stien sa nachédzaja styri roky: v dvoch z nich sa stretd modra a Cervené stena,
v jednom dve Cervené a v poslednom dve modré steny. V kazdom priniku dvoch stien st umiestnené
obojsmerné dvere, ktoré spajaju tie dva protilahlé rohy, v ktorych sa stretavaja steny réznych farieb.

Potom, ¢o Meril zafarbi steny, Morgana umiestni niekol'ko rytierov do labyrintu. Rytieri sa moézu po
nom slobodne hybat, mézu prechiddzat cez dvere, nie vSak cez steny.

Nech k(L) je najvicsie celé ¢islo k také, ze bez ohladu na to, ako Merlin ofarbi Labyrint, Morgana vie
vZdy umiestnit asponi k rytierov do labyrintu tak, Ze Zziadny dvaja sa nemozu stretnut. Pre kazdé n
najdite vSetky mozné hodnoty, ktoré vie k(L) nadobudnut pre nejaky labyrint £ s n stenami.

Uloha 23 (IMO 2019, 1. 3 (C5)). Socialna siet ma 2019 pouzivatelov. Niektoré dvojice z nich st
priatelia, pricom ak pouZivatel A je priatel pouZivatela B, tak pouzivatel B je priatel pouZivatela A.
Opakovane moéze nastat takato udalost:

Traja (rozni) pouzivatelia A, B a C st taki, ze A sa priateli s B aj s C, ale B a C nie su priatelia. V
istom okamihu sa B a C' spriatelia a zérovei sa A s B aj s C priatelit prestane. V8etky ostatné vztahy
pritom zostant zachované.

Na zaciatku je 1010 pouzivatelov s 1009 priatelmi a 1009 pouZivatelov s 1010 priatelmi. Dokazte, Ze
existuje postupnost takychto udalosti, po ktorych sa kazdy pouzivatel bude priatelit najviac s jednym
inym pouZivatelom

Uloha 24 (IMO Shortlist 2015 C7). Vo firme st niektoré dvojice Tudi nepriatelmi. Skupinu Iudi
nazyvame asocidlnou, ak obsahuje neparny pocet T'udi, ktory je aspon 3 a zarovei je mozné tychto
Tudi usadit okolo okrihleho stola tak, Ze kazdy sedi medzi dvomi svojimi nepriatelmi. Ak viete, Ze v
spolo¢nosti je najviac 2015 asocialnych skupin, dokazte, Ze je moZné rozdelit vSetkych Tudi firmy na
11 casti tak, Ze ziadny dvaja nepriatelia sa nenachédzaja v rovnakej skupine.

5 Dalsie ulohy

Uloha 25 (IMO 2006, tloha 2). Nech P je pravidelny 2006-uholnik. Jeho uhlopriecka sa nazyva dobra,
ak jej koncové body rozdeluju hranicu mnohouholnika P na dve ¢asti, z ktorych kazda pozostava z
neparneho poc¢tu stran. Strany mnohouholnika P sa tiez povazuju za dobré. Predpokladajme, ze P je
rozdeleny na trojuholniky 2003 uhloprieckami, z ktorych Ziadne dve nemaji spoloény bod vo vnutri
P. Najdite maximélny mozny pocet rovnoramennych trojuholnikov, ktoré maja dve dobré strany.



Uloha 26 (KMS 2017/18-L1-10). V KMS je niekol’ko vedticich a niektoré dvojice sa spolu kamaratia.
Namiesto toho, aby si uzivali pokojné Vianoc¢né sviatky, sa radSej hadajua, ¢i je krajsia fialova alebo
modra farba. Na zaciatku si kazdy vedici mysli, Ze krajsia je fialovid. Obcas sa stane, Ze jeden vedici
zorganizuje stretnutie a pozve nai vSetkych svojich kamaratov. Po tomto stretnuti sa vSetkym ztcast-
nenym vedtcim zmeni nazor. Je mozné, ze po niekol’kych stretnutiach si buda vsetci veduci mysliet,
ze je krajsia modra? (Bez ohladu na to, ako sa vedtci kamaratia.)

Uloha 27 (KMS 06/07, 1. zimna séria, tloha 11). Na ostrove Zije n domorodcov. jedného diia nacelnik
rozhodol, Ze vSetci (vratane neho) si urobia a buda nosit nahrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofareb-
nych kamienkov. Dvaja domorodci maju mat aspon jeden kamienok rovnakej farby préave vtedy, ked
su priatelia.

a) Dokazte, ze domorodci mdzu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimélny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit nacelnikov rozkaz
bez ohladu na priatel'ské vztahy na ostrove?

Uloha 28 (OMM 2009). Na party je n oséb. Vieme, Ze medzi l'ubovolnych Styroch osob existuja tri
osoby, ktoré poznaju kazdé s kazdou alebo existuja tri osoby, medzi ktorymi sa Ziadne dve nepoznaju.
Dokazte, ze ich vieme rozdelit na dve skupiny, kde v jedenej skupine sa buda vSetci poznat a v druhej
skupine sa nikto nebude poznat.

Naznaky rieSeni

1 Uvazujte najdlhsiu cestu a jej koncovy vrchol.

2 Dvomi spésobmi spocitajte pocet hran.

3 Pozrite sa na jeden komponent grafu a vyjadrite si pocet hran cez velkosti particii.

5 Pozrite sa na jeden komponent. Kol'ko vrcholov neparneho stupiia ma mat?
Alternativa: Vyuzite Eulerov tah.

6 7Z najdlhsej cesty najdite dve dotykajice sa kruznice a uvazujte o paritach.
7 Indukcia, odoberte dieta, ktoré chce najviac daréekov — ukéazte, Ze chce aspon n.

8 Indukcia, odoberte A, potom nejaky B pozna vSetkych. Ak sa pozna kazdy z kazdym, tak je to easy.
Ak existuju C a D, ¢o sa nepoznaji, zoberte stvoricu A, B, C, D — v nej musi A poznat B a teda B
pozna vietkych +A.

9 Indukcia. Rozdelte na 3 kopky po 3™ kamienkov. Nitky medzi nimi odstrante takto: pre kazdé a, b
odstrafite nikty medzi kamenmi ¢islo a, b a a + b (z kaZzdej kopky jeden kamen).

10 Zoberte najmensi cyklus ako jednu skupinu. Ak ma aspon 5 vrcholov, je to zjavne OK. Ak méa
menej a nie je OK, priberte dofiho dalsie vrcholy, nie je vela moznosti, ako moze vyzerat situéacia.

11 MozZete skusit indukciu. Ako alternativa si mozete uvedomit, Ze hrany navySe vam neprekazaju.
Spravte z grafu stromy a rozdelte ich do skupin.



12 Reprezentujte si situaciu grafom. Vrcholy si riadky a stipce, teda m +n vrcholov. Hranou spojime
vrchol riadku i a vrchol stlpca j prave vtedy, ak mrezovy bod v i-tom riadku a j-tom slpci je Gerveny.
Toto je pomerne Standardny spdsob reprezentécie bodov / poli¢ok v mriezke pomocou grafu.

13 Definujte si graf, ktoré dvojice mnozin moézu ist vedla seba a povedzte si v grafovej reéi, ¢o chcete
dokézat.

14 Vyuzite Hallovu vetu.

15 Najdite vhodny medzikrok, ktory dokazat. Ako by mohla vyzerat posledna tvaha? Ukazte, Ze tam
je Kny1.

16 Cesty dvoch farieb tvoria disjunktné kruznice. Vyuzite tieto kruznice (nie nutne vsetky) na najdenie
rovnovéhy.

17 Hamiltonovsk4 kruZznica sa hlada tazko. Preto si definujte graf tak, Zze skimané n-tice budu jeho
hrany a hladajte Eulerovsky tah. (Orientovany.)

18 Skimajte chromatické ¢islo grafu. Cheete dostat graf s chromatickym ¢islom 1. Stac¢i najst sposob,
ako ho zmensit.

19 Horny odhad: Reprezentujte si situaciu priamodiaro ako graf (policka st vrcholy) a vyuZzite odhad
pre pocet hran bez cyklu.

Konstrukcia: Priamociary odhad naozaj ide dosiahnut. VyuZite, Ze rozmer je mocnina dvojky-ish, na
¢om sa dobre robi indukcia.

20 .

e Pre neparne n si zoberte vrcholy pravidelného n-uholnika.

e Pokuste sa zostrojit graf, ktorym opiste situaciu a ukazete, Ze n musi byt péarne.

Pre kazdu trojicu vrcholov (4, B, C) taku, ze |AC| = |BC| pridajte do grafu orientované hrany
A—CaB—C.

Kol'ko hran bude mat takyto graf? Ako bude vyzerat a ¢o viete povedat o parite n?

21 Zafarbime pri kazdom tahu jedno vybrané policko, ktoré dostalo svoj prvy Zeton, nafuchsiovo a
zvy$né vybrané policka, ktoré este nie su zafarbené, na natyrkysovo. Reprezentujte si policka grafom
ako v tlohe [121

Dokazte, ze graf odpovedajuci tyrkysovym polickam je suvisly a obsahuje v8etky vrcholy.

Pouzite na to indukciu cez pocet tahov. Dokazujte, Ze farebné policka a tyrkysové policka rozdeluju
graf na rovnaké komponenty sivislosti po kazdom tahu.

22 Pozrite sa na graf, ktorého vrcholy st oblasti labyrintu a hranou st spojené tie oblasty, ¢o sa
spojené dverami.

Kol'ko vrcholov a kolko méa tento graf? Kolko najmenej komponentov moze mat?

Ukézte, ze Merlin vie tento minimélny pocet komponentov dosiahnut. Napr. ofarbite vychodnu stranu
kazdej steny jednou farbou.



23 Dostafite najprv strom, potom uZ niet ¢o pokazit. Dostat strom znamend, Ze chceme zachovat
stvislost grafu + uvedomit si nejaké o¢ividné monovarianty / invarianty.

25 Uvazujte graf, vrcholy su trojuholniky, hrany spijaju trojuholniky, ak zdielaji nejaka nedobri
hranu.

e Kazdy vrchol ma stupeni 1 alebo 3. Dobré trojuholniky majt stupen 1.

26 Pouzite indukciu. Nevychadza? Povedzte si, ¢o to znamené a uvedomte si, Zze vam do dava dostatok
informécii na dokoncenie tlohy.

27 Rozdelte na parny a neparny pripad a indukcia na pocet hran.
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