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Veta 1 (Dirichletov princip). Ak mame viac hulubov ako holubnikov, tak v aspon jednom holubniku musia
musia byt aspont dva holuby.

Veta 2 (Dirichletov princip — frekvenénd forma). Ak mdame n holubnikov a viac ako kn holubov, tak v aspon
jednom holubniku musi byt aspon k + 1 holubov.

Veta 3 (Dirichletov princip — nekoneénd forma). Ak méame koneéne vela holubnikov a nekoneéno holubov, tak
v aspoil jednom holubniku musi byt nekoneéno holubov.

Priamociare ulohy

Uloha 1 ([1]). Na stvorcovom stole 1 mx 1 m sed{ 151 mich. Dokézte, ze hrncom s polomerom 1/7 m dokazeme
zabit sedem miich jednou ranou.

Uloha 2. Pre Fibonacciho éisla plati F1 = F» =1 a Fj1o = Fi41 + Fy pre vSetky prirodzené ¢isla k. Dokazte,
ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje Fibonacciho ¢islo, ktoré sa koné¢i na n nl.

Uloha 3. Kolko najmenej ¢isel musime vybrat z mnoziny {1,...,20}, aby medzi vybranymi &islami zaruéene
existovali dve, z ktorych jedno deli to druhé?

Uloha 4. V priestore mame 9 bodov s celoc¢iselnymi siradnicami. Dokazte, ze existuju dva body, ktorych
tazisko m4 celoéiselné stiradnice.

Uloha 5. Kolko najviac jazdcov mozno umiestnit na sachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 6 (KMS 20/21-Z3-5). Figtirka striebornij generdl (pochddza z japonského sachu) ohro-
zuje Styri policka, s ktorymi mé spolo¢ny iba roh a jedno policko priamo pred sebou (ako %8%%
na obrdzku 1). Figiirku mozno oté¢at do 4 smerov, pricom figirka mé vyznaéené, na ktorej &

strane m4 predok (je tam ziZend). Najviac kolko striebornych generdlov mozno umiestnit na 8 (8
Sachovnicu rozmerov 8 x 8 tak, aby ziaden strieborny general neohrozoval iného?

Uloha 7 (KMS 10/11-3L-7). Vedici KMS radi klebetia a kazdy z nich pozna niekolko klebiet. Kazdi dvaja
vedici poznaji aspon jednu rovnaki klebetu. NavySe ziadni dvaja nepoznaju presne tie isté klebety (aj v
pripade, Ze Kubko pozna len klebetu A a Matko klebety A a B, hovorime, Ze poznaji iné klebety). Kolko
najviac vedicich méze mat KMS, ak vietci dokopy poznajt prave 6 rdznych klebiet?

Uloha 8. Vediici KMS radi klebetia a kazdy z nich pozn4 niekolko klebiet. Vetci dokopy poznaji 5 klebiet. Opét
Ziadni dvaja nepoznaji presne tie isté klebety. Kolko najmenej vediicich musi obsahovat KMS, aby zarucene
existovali dvaja veduci taky, ze jeden vedtci poznd vSetky klebety druhého vediceho?

Uloha 9 (KMS 18/19-7Z1-6). Figirka povyseny strelec ohrozuje policka, ktoré sa nachddzaji v rovnakej uhlop-
riecke (ako strelec v beznom Sachu) a navyse aj policka, ktoré maji spolo¢ni hranu s polickom, na ktorom
povyseny strelec stoji. Kolko najviac povysenych strelcov mozno umiestnit na Sachovnicu rozmerov 9 x 9 tak,
aby sa ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 10 (KMS 15/16-Z3-5, upravené). Kolko najmenej vezi musime umiestnit na sachovnicu rozmerov 8 x 8,
aby sme z nich vedeli vybrat 4 veZe, z ktorych sa Ziadne dve neohrozuji, a to ani potom, ¢o nevybrané veze
déame prec.

Uloha 11. V rovine je danych 13 bodov s celoéiselnymi siradnicami. Dokazte, Ze spomedzi nich moZno vybrat
tri body, ktorych tazisko mé celoéiselné stradnice.

Uloha 12 (PraSe 00/01, [1]). Hracf pldn hry ,Clovece, nezlob sal“ pozostava z 36 policok umiestnenych do
kruhu. N4jdite najmensie také celé &islo n, Ze pri lubovolnom rozmiestneni n é&isel a ubovomom hode kockou
vieme pohybom nejakej figirky vyhodit ind.

Uloha 13 (PraSe 2000/01-3-3, [1]). Mesto New York sa sklad4 zo 151 severojuznych a 151 vychodozapadnych
ulic, ktoré tvoria pravidelni stvoréekovi sief s hranou malého stvoréeka 100 metrov (Sirku ulic zanedbdvame).
V uliciach mesta je 11 401 telefénnych budok. Ukazte, ze existuje dvojica telefénnych bidok vzdialena najviac
200 metrov chodze po ulici.

Uloha 14 (MEMO 2023 T3). N§jdite najmensie celé ¢islo b s nasledujiicou vlastnostou: Pre kazdé ofarbenie
prave b poli¢ok na Sachovnici rozmerov 8 X 8 na zeleno je mozné umiestnit 7 strelcov na 7 zelenych poli¢ok tak,
aby sa ziadni dvaja strelci neohrozovali.



Menej priamociare ulohy

Uloha 15 (PraSe 98/99-1-1, [1]). Najdite ¢o najdlhsiu aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel s diferenciou
60, ktord je tvorend samymi prvocislami.

Uloha 16 (PraSe 94/95). Dokézte, Ze medzi lubovolnymi 6smimi zloZenymi prirodzenymi ¢islami mensimi ako
361 existuju vzdy dve éisla, ktoré maju spoloéného delitela.

Uloha 17 (IMO 1964, tiloha 1). 17 ludi si piSe maily kazdy s kazdym. Kazdd dvojica diskutuje prave o jednej
z troch tém. Ukdazte, Ze existuju tri osoby, ktoré diskutuju o tej istej téme.

Uloha 18. Méme postupnost 48 celych &isel. Dokézte, Ze z nej vieme vybraf stvisli podpostupnost, ktorej
sucet je delitelny 47-mimi. Plati to aj pre postupnost 47 celych &isel?

Uloha 19 (PraSe 2000/01, 3. séria, tloha 4). Sachista Dominik sa chystd na dolezity turnaj. Na tréning mé
76 dni a kazdy deii chce zahrat aspoii jednu partiu, celkom vSak nie viac nez 132. Dokazte, Ze v niekolkych po
sebe iducich dnoch, odohral presne 21 partii.

Uloha 20. Méme stvorcéekovi siet pozostavajicu z 100 x 100 policok, ktorej tri strany su ohranicené stenou.
Na kazdom policku je sipka, ktord ukazuje bud hore, dole, vlavo, alebo vpravo. Na jedno z poliéok polozime
chrobaka. Kazdu sekundu sa chrobak pohne na susedné policko v smere $ipky na policko, kde akurat stoji.
Potom sa §ipka na policku, ktoré chrobdk akurat opustil, otoci o 90° v smere hodinovych ruéiciek. Pokial sa v
niektord sekundu chrobdk nevie pohnitf (lebo m4 pred sebou stenu), tak ostane na mieste, aviak &{pka sa stdle
otoéi. Je mozné, Ze chrobdk nikdy neopust{ stvorcekovii siet?

Tazké tilohy

Uloha 21. Mame za sebou v nejakom poradi napfsané éisla 1, 2, ..., 101. Dokazte, ze z nich vieme vyskrtnit
90 z nich tak, aby zvysnych 11 &fsel tvorilo rasticu alebo klesajicu postupnost.

Uloha 22 (Erddsova-Szekeresova veta, 1935). Mame lubovolni postupnost ab + 1 réznych éisel. Dokdzte, Ze
existuje jej rastica podpostupnost obsahujica aspoi a+ 1 ¢lenov alebo jej klesajica podpostupnost obsahujica
aspon b + 1 ¢lenov.

Pozndmka. Postupnost A je pospostupnostou postupnosti B, ak z postupnosti B mozno vyskrtat niekolko
¢lenov tak, aby ostala postupnost A. Napr. (4,2,7) je podpostupnostou (17,4,42,47,2.7).

Uloha 23 (OMM 1998). Strany a uhlopriecky pravidelného osemuholnika si zaferbené modrou a ¢ervenou.
Uk4zte, Ze medzi ¢iarami mozno ndjst aspon 8 jednofarebnych trojuholnikov, ktorych vrcholy st vo vrcholoch
osemuholnika.

Uloha 24 (Rusko 2000). Tabulka 100 x 100 je rozdelend na jednotkové stvoréeky, ktoré su zafarbené styrmi
farbami tak, ze v kazdom stlpci a v kazdom riadku je z kazdej farby 25 policok. Dokazte, ze existuju dva riadky
a dva stlpce také, ze $tyri policka na ich prieniku maju roézne farby.

Uloha 25 (IMO 1985, tloha 4). Mdme danych 1985 kladnych celych ¢isel takych, ze ziadne z nich nemd
prvociselného delitela vicsieho ako 23. Dokdzte, Ze medzi nimi existuju 4 &fsla, ktorych stéin je stvrtou mocninou
celého cisla.

Uloha 26 (Peru 2009). Na schodzi sa zti¢astnilo 100 poslancov z troch krajin. Niektoré dvojice poslancov sa
navzdjom poznaju. Ukézte, Ze na schodzi su dvaja poslanci A, B réznych krajin taki, ze existuje 17 poslancov z
tretej krajiny, ktori bud’ poznaji vSetci oboch poslancov A, B, alebo kazdy z nich sa nepoznd ani s poslancom
A, ani s poslancom B.

Uloha 27 (Tournament of towns 1985). Mame 32 studentov, ktori si zoskupeni v 33 matematickych krizkoch.
Kazdy krizok pozostava z troch Studentov a ziadne dva krizky nemajui rovnaké zlozenie. Dokézte, ze existuju
dva krizky, ktoré maju prave jedného spoloéného studenta.

Uloha 28. Kolko najviac navzdjom disjunktnych podmnozin mnoziny M = {1,2,...,n} vieme vytvorit?
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Plno d’alsich 1loh réznych obtiaznosti aj s rieSeniami néjdete na
http://mks.mff.cuni.cz/library/DirichletuvPrincipDS/DirichletuvPrincipDS.pdf. Taktiez odporicam
Zbierku KMS kms.sk/zbierka.
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com/watch?v=JYDVFxYEMSO



Ako hladat dokazy cez Dirichletov princip

Najviac priamociare pouzitie Dirichletovho principu vyzerd zhruba takto:

1. Precitame si zadanie a zistime, kolko prvkov mame néjst a s akou vlastnostou. Prvky budi nase holuby.
2. Odhadneme, kolko holubnikov chceme mat.

3. Pokial v zadani vyberdme niekolko prvkov z nejakej mnoziny A (éisla, policka zo Sachovnice), rozdelime
mnozinu A na m holubnikov. Pre kazdy z nich musi platit, Ze Iubovolné dva prvky z neho musia mat
hladant vlastnost. Rozdelenie hladdme skusanim, kreslenim, ako by to mohlo vyzeraf, ¢o by mnoZiny
mohli obsahovat.

4. SpiSeme dokaz.

Samozrejme, st tlohy, napr. tloha ?7, v ktorych treba pouzit Dirichletov princip viac sofistikovane a na prvy
pohlad nie je jasné, ¢o budi holuby a ¢o holubniky.

Riesenie ulohy 3

Rozlozme si mnozinu A = {1,2,...,20} nasledovne:

Ay ={1,2,4,8,16}, As ={9,18}, Ag = {17},
As = {3,6,12}, Ag = {11}, Aqp = {19}.
A3 = {55 10, 20}7 A7 = {13}7

Ay = {7,14}, Ag = {15},

Vidime, 7e ak z lubovolnej mnoZiny A; vyberieme dva prvky, tak jeden bude delif druhy. Ked'Ze z mnoziny A
vyberdme 11 &sel, ale mame iba 10 mnozin, tak z Dirichletovho principu musime vybrat dve é&isla a, b z tej istej
mnoziny A;. Vdaka nasej volbe mnozin A; pre tieto dve &fsla a, b plati, Ze jedno deli druhé. Tym sme dokézali,
¢o sme mali.

Pri rieseni sme mohli povedat ,,Vidime“, lebo mnozin a ich prvkov je méalo a ide o konkrétne mnoziny. Ttito
vlastnost teda vieme skontrolovat pohladom. Pri vii¢sich (teda aj nekoneénych) mnozindch by sme mali takito
vlastnost dokdzat.

Hinty k niektorym tloham

1 Pokyrite stvorec 25 kruhmi s polomerom 1/7.
Pri hladani pokrytia moéze prist vhod 6-uholnikova siet.

2 Pride vhod dodefinovaf si Fy = 0. Sledujte dvojicu poslednych dvoch Fibonacciho &fsel po deleni n.

3 Kazdému &fslu prirad'te jeho najviésieho neparneho delitela.

4 Pozrite sa na paritu stradnic. Kolkymi sposobmi méze byt nakombinovana?

5 32, dajte ich na ¢ierne policka. Pre odhad si podelte sachovnicu do dvojic poli¢ok, ktoré sa navzajom ohrozuj.

6 32, opit si podelte policka do dvojic.

7 25 = 32. Vietci vedtci poznaji t1 istt klebetu. Preco viac nejde? Kazdi podmnozinu klebiet sparujte s jej
doplnkom.



8 11 (= (;) + 1). Mozeme mat 10 vedicich, kde kazdy poznd len dve klebety. VSetky mozné mnoziny klebiet
zorad'te do 10 radov, tak, aby v kazdom rade postupne vzdy pribidala jedna nové klebeta.

10 25. Rozdelte si sachovnicu na 8 ,uhloprie¢ok“ po 8 policok — ak uhlopriecka narazi na stranu §tvorca, tak
pokracuje z druhej strany.

11 Ukazte, Ze spomedzi 5 éisel mozno vybrat 3, ktorych stcet je deliteny tromi.

12 18 nestaéi, ak ddme figirky na striedacku a hodime jednotku. Ak pohybom figirky o k nevieme ni¢ vyhodit,
tak kazdej figirke priradime volné poli¢ko.

13 Rozdelte si mnoZinu bodov na uliciach do najviac 11 400 ttvarov.
Zoberte si krizovatku a do kazdého smeru 100 m ulice a pokryte takymito dtvarmi cely New York.

15 N4jdite prvoéislo, ktoré bude delit nejaky ¢len postupnosti. Sledujte zvysky.
Dobrym kandidatom je prvocislo 7.

16 Cislo 2 - 101 zjavne mobze byt vybrané, ale 19 - 47 nie. Sledujte vhodné prvocisla.
Pre kazdé z vybranych ¢isel zoberte najmensie prvocislo, ktoré ho deli.

17 Dvojkrokovy dirichlet. Zoberte si jedného ¢Eloveka a pozrite sa na Iudi, s ktorymi si piSe o jednej téme.

18 Pozrite sa na &isla aq, a1 +as, a1 +as +as, ..., ay +as+---+asg. V programovani sa postupnost takychto
sic¢tov nazyva prefizové sucty. Ano, plati to aj pre 47 ¢isel.

19 Uvazujte prefixové sucty s; = a1 +az + - - - + a; a ukazte, ze existuju ¢ a j také, ze s; = s; +21. Nevychddza
dirichlet? Ako presne vyzerd taky pripad?

20 Na niektorom policku musel byt chrobdk nekoneéne vela krat. A kde vsade este musel byt nekoneéne vela
krat?

21 Vid dalsf hint.

22 e Ako by ste napisali program, ktory by nasiel najdlhsiu rasticu a klesajicu podpostupnost?

o Vyuzite dynamické programovanie: pre kazdé ¢islo postupne urcite dizku najdlhsej rastiicej podpostup-
nosti, ktord sa koné¢i v danom ¢isel. To isté spravte aj pre klesajucu.

e Pre kazdy ¢len ste si napisali dvojicu &isel. Co musi pre tieto dvojice platit? Co by sa stalo, ak by najdlhsia
rastiica a klesajica postupnost boli postupne dlhé najviac a, b?

23 Spocitajte pocet dvojic uhloprie¢ok roznych farieb, ktoré zdielaji rovnaky vrchol.

24 Spocitajte dvojice policok, ktoré si v rovnakom riadku a maji réznu farbu. Vyberte dvojicu stl/pcov7 kde je
tychto dvojic najviac.

25 Urobte dvojkrokového dirichleta. N4jdite najprv dostatoéne vela stvorcov a z nich vyberte hladani stvrti
mocninu.

26 Spocitajte pocet trojic (A, B, C) takych, ze A, B, C sii z rdznych krajin a bud A aj C poznaji B, alebo A
ani C nepoznaju B.

27 Ukézte, 7e jeden student je v aspon styroch krizkoch. Co viete povedat o krizkoch, v ktorych nie je?
28 (LnT/L2 J) — napr. vsetky |n/2]-prvkové podmnoziny. Pre horny odhad vytvorte pre kazdi z nich holubnik.

Rozdelte si vietky podmnoZiny do niekolkych levelov podla poétu prvkov. Pre k < |n/2] chcete vlastne kazdej
k-prvkovej mnozine pridat do holubnika nejaki (k + 1)-prvkovii podmnozinu. Podobne pre k > |n/2].



