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Veta 1 (Dirichletov princip). Ak mdame viac hulubov ako holubnikov, tak v aspon jednom holubniku musia
musia byt aspoil dva holuby.

Veta 2 (Dirichletov princip — frekvenénd forma). Ak mame n holubnikov a viac ako kn holubov, tak v aspon
jednom holubniku musi byt asponi k + 1 holubov.

Plno d’alsich 1loh réznych obtiaznosti aj s rieSeniami nijdete na
http://mks.mff.cuni.cz/library/DirichletuvPrincipDS/DirichletuvPrincipDS.pdf. Taktiez odporicam
Zbierku KMS kms. sk/zbierka.
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Lahké dlohy
Uloha 1. Dokéite, Ze z lubovolnych styroch celych éisel vieme vybraf dve &isla, ktorych rozdiel je delitelny
tromi.

Uloha 2. Dokéite, ze z lubovolnyh n + 1 celych ¢isel mnozno vybrat dve, ktorych rozdiel je delitelny &fslom n.

Uloha 3. Dokazte, ze medzi Tubovolnymi 12-timi réznymi celymi dvojcifernymi &slami najdeme dve, ktorych
rozdiel je dvojciferné ¢islo s oboma ciframi rovnakymi.

Uloha 4. Dokézte, ze v Bratislave 7iju dvaja Tudia, ktory sa narodili v rovnaky deii toho istého roku. Viete
najst mesto alebo $tat, v ktorom to nemusi platit?

Uloha 5. Dokazte, ze ak hodime 12-krat dvomi hracimi kockami, tak zarucene existuje sucet, ktory sme hodili
v aspon dvoch hodoch.

Uloha 6. Spomedzi &sel 1, 2, ..., 100 vyberieme Iubovolnych 52 &sel. Dokézte, Ze zakazdym mozno spomedzi
nich vybrat dve éisla, ktorych stcet je delitelny stomi.

Uloha 7. Dokéite, ze spomedzi lubovolnych 52 celych &isel mozno zakazdym vybraf dve &isla, ktorych sucet
alebo rozdiel je delitelny stomi.

Uloha 8. Spomedzi ¢isel 1, 2, ..., 42 vyberieme 22 ¢isel. Dokazte, ze sme zarucene vybrali dve Cisla, ktoré sa
lisia prave o 1.

Uloha 9. Vo vniitri rovnostranného trojuholnika o strane dIZky 2 sa nachadza pit bodov. Dokazte, Ze spomedzi
nich mozno vybrat dvojicu bodov, ktoré st od seba vo vzdialenosti nanajvys 1.

Uloha 10. Vik zje kazdy deii aspoii jednu ovcu, no najviac tri ovee. Medved zje kazdy deii aspoii §tyri ovee,
no najviac sedem oviec. Dokézte, Ze v kazdom tyZdni existuji dva dni, ked baéa utrpi rovnaki skodu.

Uloha 11 ([1]). V &tvorci s rozmermi 10cm x 10cm je zakreslenych 101 bodov. Dokézte, Ze v fiom existuje
trojuholnik s obsahom 1cm?, ktory obsahuje aspon dva z danych bodov.

Uloha 12. Dokézte, Ze ak hodime 34-krat dvomi hracimi kockami, tak zarucene bude existovat stcet, ktory
sme hodili aspon Styrikrat.

Uloha 13. Hodime zarucene Styrikrat rovnaky sicet, ak hodime dvomi kockami len 33-krat?

Uloha 14 (PraSe 94/95, [1]). Dokézte, ze vo Stvorci s rozmermi 6em x 6em, kde je zakreslenych 37 bodov,
existuje §tvorec 2cm x 2cm, ktory obsahuje aspoii pit z danych bodov.

Uloha 15. V priestore mame 9 bodov s celo¢iselnymi siradnicami. Dokazte, ze existuju dva body, ktorych
tazisko ma celoéiselné stradnice.

Uloha 16. Kolko najviac vezi mozno umiestnit na sachovnicu tak, aby sa ziadne dve neohrozovali?



Mierne tazsie dlohy

Uloha 17. S pomedzi &fsel 1, 2, ..., 2n vyberieme Tubovolnych n + 1 (réznych) &fsel. Dokazte, ze medzi vy-
branymi éislami musia existovat dve, z ktorych jedno deli to druhé.

Uloha 18. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?
Uloha 19. Kolko najviac jazdcov mozno umiestnit na sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Uloha 20 ([1]). Na Stvorcovom stole 1m x 1m sedi 151 mtch. Dokazte, Ze hrncom s polomerom 1/7 m dokézeme
zabit sedem mich jednou ranou.

Uloha 21. Dokézte, ze na kazdej party st dvaja ludia, ktorf poznajt rovnako vela ostatnych Tudi z pérty.

Uloha 22. Pre Fibonacciho &fsla plati Iy = Fy =1 a Fj o = Fy41 + F), pre vSetky prirodzené ¢isla k. Dokazte,
ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje Fibonacciho &islo, ktoré sa konéi na n nul.

Uloha 23. Na Sachovnici 8 x 8 je rozmiestnenych 17 strelcov. Dokazte, ze zakazdym vieme spomedzi nich
vybrat troch strelcov tak, aby sa navzajom neohrozovali, a to ani potom, ¢o nevybranych strelcov ddme preé.

Uloha 24 (KMS 20/21-73-5). Figtrka striebornyj generdl (pochddza z japonského sachu) ohrozuje styri policka,
s ktorymi m4 spoloény iba roh a jedno policko priamo pred sebou (ako na obrazku 1). Figirku mozno ota¢at do
4 smerov, pricom figirka m4 vyznaéené, na ktorej strane m4 predok (je tam zizend). Najviac kolko striebornych
generdlov moZno umiestnif na Sachovnicu rozmerov 8 x 8 tak, aby Ziaden strieborny generél neohrozoval iného?
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Obr. 1: Policka, ktoré ohrozuje strieborny general.

Uloha 25 (KMS 15/16-Z3-5). Na sachovnici 8 x 8 je rozmiestnenych 25 vez{. DokdZte, 7Ze z nich vieme vybrat
4 tak, aby sa ziadne dve z nich neohrozovali, a to ani potom, ¢o nevybrané veze dame prec.

Uloha 26. Dokézte, ze medzi 6-timi l'udmi vzdy existujd traja taki Iudia, ze kazdy poznd kazdého alebo nikto
nepoznd nikoho.

Uloha 27. V rovine je danych 13 bodov s celoéiselnymi stradnicami. Dokazte, e spomedzi nich mozno vybraf
tri body, ktorych fazisko m4 celoéiselné stradnice.

Uloha 28 (PraSe 00/01, [1]). Hracf pldn hry ,Clovece, nezlob sa!“ pozostava z 36 policok umiestnenych do
kruhu. N4jdite najmensie také celé &fslo n, Ze pri lTubovolnom rozmiestneni n éisel a Tubovolnom hode kockou
vieme pohybom nejakej figirky vyhodit ind.

Uloha 29 (PraSe 98/99-1-1, [1]). N4ajdite ¢o najdlhsiu aritmetickt postupnost prirodzenych éisel s diferenciou
60, ktord je tvorend samymi prvocislami.

Uloha 30 (PraSe 94/95). Dokézte, Ze medzi lubovolnymi 6smimi zloZenymi prirodzenymi ¢islami mensimi ako
361 existuju vzdy dve éisla, ktoré maji spoloéného delitela.

Uloha 31 (PraSe 2000/01-3-3, [1]). Mesto New York sa sklad4 zo 151 severojuznych a 151 vychodozapadnych
ulic, ktoré tvoria pravidelni stvoréekovi sief s hranou malého $tvoréeka 100 metrov (sirku ulic zanedbévame).
V uliciach mesta je 11 401 telefénnych budok. Ukazte, ze existuje dvojica telefénnych bidok vzdialenad najviac
200 metrov chodze po ulici.



Dirichlet a efektivne algoritmy

Pri nasledujtiich tilohdch pomoze zamysliet sa nad tym, ako by sme efektivne napisali program, ktory by hladani
vec nasiel.

Uloha 32. Méme postupnost 48 celych &isel. Dokdizte, Ze z nej vieme vybraf stvisli podpostupnost, ktorej
sucet je delitelny 47-mimi. Plati to aj pre postupnost 47 celych &isel?

Uloha 33. Mame za sebou v nejakom poradi napisané é&isla 1, 2, ..., 101. DokaZte, ze z nich vieme vyskrtnuit
90 z nich tak, aby zvysnych 11 &fsel tvorilo rasticu alebo klesajicu postupnost.

Uloha 34 (Erdésova-Szekeresova veta, 1935). Mame lubovolni postupnost ab + 1 réznych é&fsel. Dokdzte, Ze
existuje jej rastica podpostupnost obsahujica aspoii a+ 1 ¢lenov alebo jej klesajica podpostupnost obsahujica
aspon b+ 1 ¢lenov.

Pozndmka. Postupnost A je pospostupnostou postupnosti B, ak z postupnosti B mozno vyskrtat niekolko
¢lenov tak, aby ostala postupnost A. Napr. (4,2,7) je podpostupnostou (17,4,42,47,2,7).

Tazké tdlohy

Uloha 35 (PraSe 2000/01, 3. séria, tloha 4). Sachista Dominik sa chystd na dolezity turnaj. Na tréning mé
76 dni a kazdy deii chce zahrat aspoii jednu partiu, celkom vSak nie viac nez 132. Dokazte, Ze v niekolkych po
sebe iducich dnoch, odohral presne 21 partii.

Uloha 36 (IMO 1964, tiloha 1). 17 udi si piSe maily kazdy s kazdym. Kazd4 dvojica diskutuje préve o jednej
z troch tém. Ukazte, ze existuju tri osoby, ktoré diskutuji o tej istej téme.

Uloha 37 (IMO 1972, tiloha 1). Mame 10 dvojcifernych &fsel. Dokdzte, Ze z nich vieme vybraf dve disjunktné
mnoziny s rovnakym suc¢tom.

Uloha 38 (Rusko 2000). Tabulka 100 x 100 je rozdelend na jednotkové Stvorceky, ktoré si zafarbené Styrmi
farbami tak, ze v kazdom stlpci a v kazdom riadku je z kazdej farby 25 policok. Dokdzte, ze existuji dva riadky
a dva stlpce také, ze Styri policka na ich prieniku maja rozne farby.

Uloha 39 (IMO 1985, tloha 4). Mdme danych 1985 kladnych celych cisel takych, Ze ziadne z nich nemé
prvociselného delitela viésieho ako 23. Dokézte, Ze medzi nimi existuju 4 ¢fsla, ktorych stéin je stvrtou mocninou
celého ¢isla.

Uloha 40 (Tournament of towns 1985). V Bumbadlke je 32 studentov, ktor{ st zoskupen{ v 33 tajnych mate-

matickych kruzkoch. Kazdy kruzok pozostdva z troch studentov a ziadne dva krizky nemaju rovnaké zlozenie.

Dokazte, ze existuju dva kruzky, ktoré maju prave jedného spolocného Studenta.
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Hinty k niektorym tloham

1 Mozné zvysky su len tri a mame Styri Cisla.

2 Moznych zvyskov je len n a mame n + 1 ¢&islel.

3 Cim je delitelné dvojciferné éfslo s oboma ciframi rovnakymi?

4 Spoditajte, kolko je rdznych moznych ddtumov narodenia. Je ich d’aleko menej ako obyvatelov Bratislavy,
kludne prestrelujte.

5 Spoéitajte, kolko roznych siétov mozeme na dvoch kockach hodit.



6 Tvorte si dvojicky vyhovujicich ¢isel. Rozmyslite si, ze nevadi, ak ndm maly pocet ¢isel ostane osamote.
7 Tvorte si dvojicky vyhovujucich ¢isel. Rozmyslite si, ze nevadi, ak nam maly pocet Cisel ostane osamote.

8 Ak maju ¢isla navzajom rozne zvysky, je to v podstate predchédzajica tloha. Co ak niektoré dve &isla maji
rovnaky zvySok?

9 Rozdelte si trojuholnik strednymi prieckami na §tyri mensie trojuholniky.

10 Spocitajte, kolko réznych $kod moze baéa utrpief v dany deri.

11 Rozdelte §tvorec na 100 vhodnych trojuholnikov s obsahom 1cm?. (Napr. pravouhlé si fajn.)
12 Moznych suctov je 11 a 34 > 3 - 11.

13 Nie. N3jdite postupnost hodov, pri ktorej sa to nestane.

14 Rozdelte si $tvorec na 9 mensich stvorcov.

15 Pozrite sa na paritu stradnic. Kolkymi spdsobmi méze byt nakombinovana?

16 8, rozdelte si Sachovnicu na riadky.

17 Podelte si &isla do skupiniek tak, aby kazd4 skupinka mala vlastnost: ked z nej vyberieme hocijaké dve &isla,
tak jedno deli druhé.
Prikladom takej peknej skupinky je 3, 6, 12, 24, ...

18 14, rozdelte si Sachovnicu na uhloprieéky smerujice jednym smerom. Je ich az 15?7 Neviete dve spojif do
jednej?

19 32, dajte ich na &ierne policka. Pre odhad si podelte Sachovnicu do dvojic poliéok, ktoré sa navzijom
ohrozuju.

20 Pokyrite stvorec 25 kruhmi s polomerom 1/7.
Pri hladani pokrytia méze prist vhod 6-uholnikova siet.

21 Uvedomte si, Ze na party nemoze byt sicasne Elovek, ¢o nikoho nepoznd, aj ¢lovak, éo pozna kazdého.
22 Pride vhod dodefinovat si Fy = 0. Sledujte dvojicu poslednych dvoch Fibonacciho é&isel po deleni n.
23 Rozdelte si sachovnicu po stfpcoch.

24 32, opit si podelte policka do dvojic.

25 Rozdelte si sachovnicu na 8 ,uhloprie¢ok“ po 8 policok — ak uhloprieéka narazi na stranu §tvorca, tak
pokracuje z druhej strany.

26 Pre jedného ¢loveka existujui traja Tudia, ktorych vietkych (ne)pozna.
27 Ukézte, 7e spomedzi 5 &fsel mozno vybrat 3, ktorych siicet je delitelny tromi.

28 18 nestaci, ak dame figirky na striedacku a hodime jednotku. Ak pohybom figtirky o k nevieme ni¢ vyhodit,
tak kazdej figtirke priradime volné policko.

29 Njjdite prvoéislo, ktoré bude delit nejaky ¢len postupnosti. Sledujte zvysky.
Dobrym kandidatom je prvocislo 7.

30 Cislo 2 - 101 zjavne moze byt vybrané, ale 19 - 47 nie. Sledujte vhodné prvoéisla.
Pre kazdé z vybranych ¢isel zoberte najmensie prvocislo, ktoré ho deli.

31 Rozdelte si mnozinu bodov na uliciach do najviac 11 400 dtvarov.
Zoberte si krizovatku a do kazdého smeru 100 m ulice a pokryte takymito utvarmi cely New York.



32 Pozrite sa na éisla ai, a; +as, a1 +as+as, ..., a; +as+---+agg. V programovani sa postupnost takychto
suctov nazyva prefizové sucty. Ano, plati to aj pre 47 Cisel.

33 Vid d'alsf hint.
34 e Ako by ste napisali program, ktory by nasiel najdlhsiu rasticu a klesajiicu podpostupnost?

e Vyuzite dynamické programovanie: pre kazdé ¢islo postupne urcite dizku najdlhsej rasticej podpostup-
nosti, ktord sa koné¢i v danom ¢isel. To isté spravte aj pre klesajucu.

e Pre kazdy ¢len ste si napisali dvojicu éisel. Co musi pre tieto dvojice platif? Co by sa stalo, ak by najdlhsia
rastiica a klesajiica postupnost boli postupne dlhé najviac a, b?

35 Uvazujte prefixové sucty s; = a1 +az + - -+ a; a ukdzte, ze existuju ¢ a j také, ze s; = s; +21. Nevychddza
dirichlet? Ako presne vyzerd taky pripad?

36 Dvojkrokovy dirichlet. Zoberte si jedného ¢loveka a pozrite sa na Iudi, s ktorymi si piSe o jednej téme.

37 Vyberte Iubovolné dve podmnoziny s rovnakym sti¢tom a potom ich prerobte na disjunktné zachovajtic
sucet.

38 Spocitajte dvojice policok, ktoré si v rovnakom riadku a maju réznu farbu. Vyberte dvojicu stfpcov, kde je
tychto dvojic najviac.

39 Urobte dvojkrokového dirichleta. N4jdite najprv dostatoéne vela Stvorcov a z nich vyberte hladani stvrtd
mocninu.

40 Ukézte, 7e jeden student je v aspon styroch kriizkoch. Co viete povedat o krizkoch, v ktorych nie je?



