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Uloha 1 (KMS 17/18-1L-7). Jezisko mé pripravenych m roéznych daréekov, z kazdého jeden kus.
Na svete je n deti (n < m). Pre kladné celé &islo @ < n, i-te diefa ma z Jeziskovych m dar¢ekov
vyhliadnutych d; daréekov, po ktorych tuzi (1 < d; < m). Jezisko vie, Ze plati

Lyl 1o

di  d2 dn =
Dokazte, ze Jezisko moze rozdat detom po jednom darceku tak, aby kazdé dieta dostalo darcek, po
ktorom tazi.

Uloha 2 (KMS 05/06-Z3-5). Dokéite, Ze vrcholy kazdého grafu G, ktorého minimélny stupei je aspoii
1, moZno rozdelit na dve skupiny tak, Ze kazdy vrchol méa suseda v druhej skupine ako je on sam.

Uloha 3. Doaite, 7e graf, ktorého kazdy vrchol mé stupein aspoii 3, obsahuje kruznicu parnej dizky.
Musi obsahovat aj kruznicu neparnej dlzky?

Uloha 4. V skupine n > 6 deti ma kazdé dieta prave troch kamaratov (kamaratsvo je vzajomné).
Dokézte, Ze deti mozno rozdelit na dve neprazdne skupiny tak, Ze kazdé dieta v skupine mé v nej
aspon dvoch svojich kamaratov.

Uloha 5 (Rusko, 2001). Na party je 2n + 1 Tudi. Vieme, Ze ak si vyberieme skupinu Tubovolnych
n Tudi, tak existuje mimo tejto skupiny ucastnik party, ktory pozna vsetkych Tudi z tejto skupiny.
Dokézte, ze na party je Gcastnik, ktory pozna vsetkych tcastnikov party.

Uloha 6 (KMS 2017/18-L1-10). V KMS je niekolko vedtcich a niektoré dvojice sa spolu kamaratia.
Namiesto toho, aby si uzivali pokojné Vianocné sviatky, sa radsej hadaju, ¢i je krajsia fialova alebo
modra farba. Na zaciatku si kazdy vedici mysli, Ze krajsia je fialovd. Obcas sa stane, Ze jeden vedici
zorganizuje stretnutie a pozve nan vSetkych svojich kamaratov. Po tomto stretnuti sa vSetkym ztucast-
nenym vediicim zmeni nazor. Je mozné, ze po niekolkych stretnutiach si buda v8etci veduci mysliet,
ze je krajsia modra? (Bez ohladu na to, ako sa vedici kamaratia.)

Uloha 7 (KMS 06/07, 1. zimn4 séria, tloha 11). Na ostrove Zije n domorodcov. jedného diia nacelnik
rozhodol, Ze vSetci (vratane neho) si urobia a buda nosit nahrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofareb-
nych kamienkov. Dvaja domorodci maja mat aspon jeden kamienok rovnakej farby prave vtedy, ked
su priatelia.

a) Dokazte, Ze domorodci mozu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimélny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit nacelnikov rozkaz
bez ohladu na priatel'ské vztahy na ostrove?

Uloha 8 (OMM 2009). Na party je n oséb. Vieme, Ze medzi [ubovolnych Styroch oséb existuju tri
osoby, ktoré poznaju kazdé s kazdou alebo existuja tri osoby, medzi ktorymi sa Ziadne dve nepoznaju.
Dokazte, ze ich vieme rozdelit na dve skupiny, kde v jedenej skupine sa buda vSetci poznat a v druhej
skupine sa nikto nebude poznat.

Uloha 9 (KMS 2002/3-L1-11). Mame mn mreZovych bodov usporiadanych do obdlznikovej siete m xn
bodov. Spomedzi mrezovych bodov je m + n bodov zafarbenych nacerveno. Kazdé dva ¢ervené body,
ktoré sa nachadzaju v rovnakom riadku alebo v rovnakom stlpci st spojené ¢ervenou &arou. Dokazte,
Ze sa tam musi nachadzat uzavreta lomené CGiara z Gervenych spojnic.



Uloha 10 (Vyberové ststredenie 2013/14). Sialeny vedec zostrojil armadu robotov. Problém je v tom,
ze niektoré dvojice robotov sa nenavidia (nenévist je vzajomna). Vzdy v8ak s robotmi vie urobit jednu
z nasledujicich dvoch operécii:

e Ak nejaky robot nenavidi neparny pocet robotov, vedec ho moze znicit.

e Vedec mdze zdvojnasobit armadu tak, Ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch robotov Ry a Rs.
Pre kazdu dvojicu pévodnych robotov R, @, ktori sa nenévideli, sa budii nenavidiet aj roboti Ry
a (Q1, aj roboti Ry a Q3. Roboti Ry a Ry sa tiez nenavidia pre kazdého pdévodného robota R. To
su vsetky dvojice robotov, ktoré sa budu nenévidiet po zdvojnasobeni.

Dokazte, ze vedec vie po kone¢nom pocte operacii dostat armadu robotov, v ktorej neexistuje dvojica
robotov, ktora sa nenévidi.

Naznaky rieSeni
1 Indukcia, odoberte dieta, ktoré chce najviac darcekov — ukazte, Ze chce aspon n.

2 Mozete skusit indukciu. Ako alternativa si mozete uvedomit, Ze hrany navySe vam neprekazajua.
Spravte z grafu stromy a rozdelte ich do skupin.

3 7 najdlhsej cesty najdite dve dotykajice sa kruznice a uvazujte o paritach.

4 Zoberte najmensi cyklus ako jednu skupinu. Ak mé aspon 5 vrcholov, je to zjavne OK. Ak ma menej
a nie je OK, priberte dontho d'alie vrcholy, nie je vela moZnosti, ako moZe vyzerat situacia.

5 Najdite vhodny medzikrok, ktory dokazat. Ako by mohla vyzerat posledné tvaha? Ukazte, ze tam
je Kny1.

6 Pouzite indukciu. Nevychadza? Povedzte si, ¢o to znamené a uvedomte si, Ze vam do dava dostatok
informécii na dokoncenie tlohy.

7 Rozdelte na parny a nepéarny pripad a indukcia na pocet hran.

9 Reprezentujte si situaciu grafom. Vrcholy st riadky a stipce, teda m + n vrcholov. Hranou spojime
vrchol riadku ¢ a vrchol stlpea j prave vtedy, ak mrezovy bod v i-tom riadku a j-tom slpci je Gerveny.
Toto je pomerne Standardny sposob reprezentécie bodov / poli¢ok v mriezke pomocou grafu.



