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Uloha 1 (KMS 15/16-2L-6). Desat vedicich KMS je zmrzlinu. Kazdy z nich ma medzi nimi préave
6 kamaratov (kamaratstvo je vzajomné). Zmrzlina obsahuje presne 120 porcii. Veduci vSak maju len
jednu lyzic¢ku, preto jedia nasledujticim spésobom: ten, kto ma lyzicku, zje jednu porciu zmrzliny a poda
lyzicku nejakému svojmu kamaratovi. Toto sa opakuje, az kym nezjedia celd zmrzlinu. Dokazte, ze ak
ma na zaciatku lyzicku Tubovolny vedtci, tak vedia zjest zmrzlinu tak, aby kazdy zjedol 12 porcii.

Uloha 2. Mame graf s 10 vrcholmi, kde kazdy vrchol mé stupeii aspoii k. Ma kazdy takyto graf
hamiltonovski kruznicu, ak k = 67 Ak4 je najmensia hodnota k, pre ktoru to plati?

Uloha 3. Zovseobecnite predosla alohu pre pripad n-vrcholového grafu.

Uloha 4 (KMS 11/12-L1-11). Petrzlen je guvernérom &tatu, kde medzi kazdymi dvoma mestami
existuje priame cestné spojenie, bez krizovatiek s inymi cestami. V State je n miest a plati sa myto
v cene x;; za pouzitie cesty medzi mestami ¢ a j. Cesta medzi dvoma mestami je oboma smermi
rovnako drah&. OkruZnou cestou nazveme postupnost n ciest prechadzajucich cez kazdé mesto prave
raz. Petrzlen chce byt spravodlivy, a preto nariadil zakon, ktory kazdej okruZnej ceste urcuje v sucte
rovnaki cenu. Dokazte, ze potom existuju ¢isla a1, a9, ..., a, a by, ba, ..., b, také, ze pre kazdé 7, j plati
Tij = a4 + bj-

Uloha 5. Pre dané prirodzené ¢islo n najdite najvicsie ¢islo k také, Ze mozno do kruhu napisat
postupnost nil a jednotiek dlzky k taku, Ze ziadna n-tica sa tam nevyskytuje dvakrat.

Ulohy o kubickych grafoch
Nasledovné tulohy sa tykaja grafov, v ktorych ma kazdy vrchol stupen presne tri. Takéto grafy sa
nazyvaju kubické.

Uloha 6. Mame kubicky hamiltonovsky graf. Dokazte, ze jeho hrany mozno zafarbif tromi farbami
tak, aby z kazdého vrchola vychadzali hrany troch roznych farieb.

Uloha 7. Mame kubicky graf, ktorého hrany s zafarbené tromi farbami tak, Ze z kazdého vrchola
vychédzaju hrany troch réznych farieb.

a) Je tento graf hamiltonovsky?
b) Viete konkrétnemu zafarbeniu priradit nie¢o podobné hamiltonovskej kruznici?

c) Néajdite suvis medzi poc¢tom takychto zafarbeni hran kubického grafu a parnymi 2-faktormi, kde
pdrny 2-faktor je mnozina kruznic parnej dlzky, kde sa kazdy vrchol grafu nachadza prave v
jednej z nich.

Uloha 8. Dokazte, ze po¢et hamiltonovskych kruznic kubického grafu, ktoré prechadzaju a) danou
dvojicou susednych hran, b) danou hranou; ma rovnaku paritu nezavisla na volbe hran.

Uloha 9. Dokazte, ze kubicky graf neméze mat prave jednu ani prave dve hamiltonovské kruznice.

Uloha 10. Kolko hamiltonovskych kruznic moze mat kubicky graf?



Prehl'ad viet

Veta 1 (Diracova). Kazdy n-vrcholovy graf, ktorého kazdy vrchol ma stupeii aspoit n/2, mé hamilto-
novsk kruznicu.

Veta 2 (Orcho). Nech G je graf (s aspon tromi vrcholmi), kde pre kazdé dva rozne nesusedné vrcholy
u, v plati deg(u) + deg(v) > n. Potom méa graf G hamiltonovska kruznicu.

Veta 3 (Chvatal). Postupnost aj,as,...,a, nazyvame hamiltonovskou, ak kazdy graf ktorého stupne
vrcholov st postupne aspon ap, as, - . ., G, je hamiltonovsky. Postupnost aq, as, . . ., a, je hamiltonovska
prave vtedy, ked pre vSetky i < n/2 plati a; < i = a,—; > n —i.



