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V krajine sa nachddza 10 miest a z kazdého z nich vychadza aspoi 6 ciest do d'alsich miest, kazd4 do iného.
Z jednej cesty na druhd moZno prejst iba v nejakom meste — mimo miest nie st krizovatky (ale cesty sa tam
moZu mimotirovitovo krizovat).

Cestovatel Kristof by si rad obzrel ¢o najviac miest. Chce si kiipit spiatoént letenku, je to lacnejsie. Preto musi
svoju cestu zacat aj skonéif v tom istom meste. Okrem toho mesta v3ak nechce prejst inym mestom viac ako
raz, chee teda spravit okruni cestu.

Idedlne by mala takato cesta obsahovat vietky mesta. K tomu sa budeme chciet dopracovat, ale najskor budeme
nachddzat jednoduchsie okruzné cesty. Vsetky nasledujtice tlohy rieSime pre kazdé rozmiestnenie ciest medzi
10 mestami, ktoré splia, ze z kazdého mesta vychadza aspon 6 ciest.

Uloha 1. Dokézte, e v kazdej takej krajine moze Kristof spravit okruzni cestu.

Uloha 2. Pokuste sa najst takd okruznd cestu, na ktorej je viac miest. Nemusia tam byt vsetky, ale pokiiste
sa najst ¢o najvicsiu.

Uloha 3. Ukézte, ze Kristof moze spravif okruzni cestu cez vietky mesta.

Uloha 4. Bude moct Kristof spravit okruznt cestu cez vietky mesta, aj v kazdej takej krajine s 10 mestami,
kde z kazdého mesta vychddza aspon 5 ciest.

Uloha 5. Mozno &slo 6 (dolnd hranica poé¢tu ciest vychadzajucich z kazdého mesta) nahradit mensim celym
¢islom? Ktoré ¢islo je najmensie?

Uloha 6. Cestovatel Kristof by rad dostal nejaky navod, ako zisti, ¢i moze po nejakej krajine spravit okruzni
cestu. Pre krajinu obsahujicu n miest najdite najmensie také k, ze ak z kazdého mesta vychadza aspon k ciest,
tak Kristof bude moct v krajine spravit okruznt cestu bez ohladu na to, ako vedu cesty.

Uloha 7. V predchadzajicej ulohe ste nasli pre Kristofa nejakt postacuji podmienku, t. j. podmienku, ktoru
ked’ krajina spliia, tak v nej mozno spravif okruzni cestu. Plati to aj naopak, tzn. musi v kazdej krajine, kde
mozno spravit okruznid cestu, vychidzatf z kazdého mesta aspoii k ciest? Inymi slovami, je tdto podmienka
nutna?

Uloha 8 (iba na zamyslenie). Vedeli by ste najst podmienku, ktord je zarovent nutnou aj postacujiicou pre to,
aby sa v krajine dala spravit okruznd cesta?

O teorii grafov

Situdcie, s ktorymi sme teraz pracovali sa daji popisat pomocou teérie grafov. Grafom vieme reprezentovaf
situdciu, kde mame nejaké objekty (mestd, Tudi, &fsla, ...), tie sa nazyvaji vrcholy, a nejaku vlastnost, ktord
moZe byt medzi nimi (mestd s spojené cestou, ludia sa kamarétia, dve &fsla st stdelitelné). Ak dva vrcholy
majui chcent vlastnost, hovorime, Ze si spojené hranou. Teéria grafov ndm poskytuje za prvé terminolégiu,
ktorou vieme takéto situdcie popisat, a za druhé dokazané tvrdenia, ktoré ndm mozu pomoct.

Okruzné cesty sa v tedrii grafov nazyvaju kruznice alebo cykly. Taka kruznica, ktora prechadza cez vietky vrcholy
grafu sa nazyva hamiltovskd kruznica. V ulohéach vyssie sme teda objavili podmienky, za ktorych graf obsahuje
hamiltonovsku kruznicu, takyto graf sa vola aj hamiltonovsky. Tato podmienka je znama aj ako nasledovnd
veta.

Veta 1 (Diracova veta). Ak v grafe s n > 3 vrcholmi m4 kazdy vrchol stupen aspon n/2, tak je hamiltonovsky.

Oreho veta je miernou modifikdciou Diracovej vety. Dokaz ma podobny.

Veta 2 (Oreho veta). Ak v grafe s n > 3 vrcholmi je sticet stupnov kazdych dvoch nesusednych vrcholov je n,
tak je hamiltonovsky.



Vsetky postacujice podmienky vsak vyjadrujd to, ze graf je hamiltonovsky, ak mé vela hrdn. Vobec teda
nezahffiaji grafy ako napr. grafy, kde nd kazdy vrchol stupeii prave 3; samotné kruznice a pod. N4jst Tahko
overitelni nutni a postacujicu podmienku sa javi ako tazks tloha. Dokonca je na iiu vypisand odmena milién
doldrov, pripadne na ukdzanie toho, Ze Ziadna také podmienka neexistuje — k tomu sa aj vela matematikov a
informatikov priklafia. Stvisi to s tym, Ze rozhodnuf, & je graf hamiltonovksy je tzv. NP-tiplny problém. Viac
na https://en.wikipedia.org/wiki/Hamiltonian_path.
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