Maximalizacné a minimalizacné ilohy v kombinatorike
Jozef Rajnik, KMS stustredenie BETA, Dobra Voda, 17. 2. — 24. 2. 2018

1 Delenie na malé casti a dirichletov princip

Odhad moézeme ziskat tak, Ze si tabulku rozdelime na niekolko malych asti, ktoré sa neovplyviiuji, ¢o vo
vicsine tloh znamend, Ze sa neprekryvaju. O malej ¢asti vieme, kolko najmenej vystrelov (& dacoho iného) v
nej musi byt a ked'ze tieto ¢asti sa neovplyviiuji, mozeme tieto odhady naséitat.

Uloha 1.1 (Matematicky Naboj 2015, 10J). Hrdme lod’ky na $tvoréekovom papieri rozmerov 9 x 9. N43 stiper
niekde umiestnil svoj Titanic tvaru 5 x 1 alebo 1 x 5 §tvoréekov. Najmenej kolko krat musime vystrelit, kym si
budeme isti, Ze sme zasiahli stiperov Titanic aspon raz (vystrelif znamend oznacit niektoré policko z mriezky)?

Uloha 1.2. Na pléne n x n §tvoréekov sa nachddza lod’ pozostévajica z troch stvoréekov v tvare L (lubovolne
otocend). Kolkokrdt musime najmenej vystrelit, aby sme lod zasiahli aspoii raz?

Na semindri sme to riesili len pre pdrne n. Pre nepdrne to nie je aZ takd priamociara uprava, ako som si myslel,
ale nie je to nic zozité. Vietky potrebné metédy sme si ukdzali. Treba sa len pohrat a sprdvne ich vyskladat. HI.
myslienka rieSenia je na konci.

Uloha 1.3 (KMS 07/08-Z1-6). V stvorcom parku je do stvorcovej mriezky 100 x 100 umiestnenych 10000
stromov. Kolko z nich sa d4 najviac vyfat tak, aby zo Ziadneho piia nebolo vidief iny peii? Dokaite, 7e viac
piiov sa uz takto vytat neda.

Uloha 1.4 (MO 58-B-I-4, kms . sk/ako_riesit/lode/). Na pline 7 x 7 hrame hru lode. Nachddza sa na fom
jedna lod 2 x 3. Mézeme sa spytat na Iubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra konéi. Ak nie, pytame
sa znova. Uréte najmensi pocet otdzok, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod zasiahli.

Uloha 1.5 (PraSe, 1. podzimnf série 2014). Na kazdom policku sachovnice 8 x 8 sa nachddza Riitta. Ked prof.
Jablon zapiska, kazdd Ritta sa presunie na policko, ktoré susedi stranou s polickom, na ktorom bola Ritta
doposial. Kolko najviac policok moze ostat volnych?

Uloha 1.6 (KMS 10/11-L3-7). Vedtci KMS radi klebetia a kazdy z nich pozna niekolko klebiet. Kazdi dvaja
vedici poznaju aspon jednu rovnaku klebetu. NavySe ziadni dvaja nepoznaju presne tu isti mnozinu klebiet
(aj v pripade, Ze Kubko pozna len klebetu A a Matko klebety A a B, hovorime, Ze poznajui iné klebety). Kolko
najviac vedicich méze mat KMS, ak vietci dokopy poznajii prave n roznych klebiet?

Uloha 1.7 (59MO-A-III-2, upravené). Mame kruh s polomerom 12 ¢cm. Kolko najviac bodov mozeme doiho
umiestnit, aby vzdialenost kazdych dvoch bodov bola aspoii 7 cm?

2 Ratanie

Dalsi sposob ziskavania odhadov je nieco jednoduché poratat. Poéty pokrytych policok, ukézat, ze ak by vysledok
bol viési, mali by sme privela policok alebo daco iné nevyjde.

Uloha 2.1 (KMS 15/16-11L-6). Ludka a Kika si zobrali tabulku m x n policok, kde m, n st neparne prirodzené
¢isla. Kazdé jej policko zafarbili namodro alebo nagerveno. Ludke sa pacia cerveno dominantné riadky. To st také
riadky, ktoré obsahuji viac éervenych policok ako modrych. Kika zas oblubuje modro dominantné stipce, teda
také stfpce, ktoré obsahuji viac modrych poli¢ok ako éervenych. Ludka a Kika pri zafarbovani spolupracovali,

.....

¢erveno dominantnych riadkov, ktory Ludka s Kikou mohli dostat.

3 Matematicka indukcia
Nou vieme ziskavat aj odhady, aj lepsie popisovat konstrukcie.

Uloha 3.1. Mame tabulku 2" x 2" stvorcekov, ktort dldzdime triominami tvaru L. Kolko najmenej §tvoréekov
moze ostat nepokrytych dlazdicou?


kms.sk/ako_riesit/lode/

Uloha 3.2. Hanojské veze je hlavolam, ktory sa skladd z troch tyéi (vezi) a n diskov (s dierou uprostred) roznych
velkosti. Na zaciatku st vietky disky ulozené na jednej vezi. V jednom fahu méZzeme presuntt navrchnejsi disk
z jednej veze a polozit ho na vrch druhej veZe, ak sa tam nachadza disk s va&sim priemerom.

V zévislosti od n uréte najmensi poéet tahov potrebny na presunutie diskov z jednej veZe na druht.

Uloha 3.3. Zajo je krasny a preto si aj svoj plot chce natrief krasne. Krasny plot musi spliaf nasledujice
pravidla:

e ziadne dve susedné latky nemaju rovnaku farbu,

e nevieme z plota vybrat styri latky (nie nutne susedné) bez zmeny ich poradia tak, aby boli natreté v
poradi X, Y, X, Y, pre ziadne dve rozne farby X, Y.

Kolko najviac latiek mdze mat Zajov plot, ak nechce pouzitf viac ako n réznych farieb?

Uloha 3.4 (KMS 06/07, 1. zimn4 séria, tiloha 11). Na ostrove zije n domorodcov. jedného dna nééelnik rozhodol,
7e vietci (vratane neho) si urobia a budi nosit ndhrdelnik zloZeny z 0 alebo viac jednofarebnych kamienkov.
Dvaja domorodci maji mat aspoi jeden kamienok rovnakej farby prave vtedy, ked st priatelia.

a) Dokéazte, ze domorodci mézu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimdlny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnitf ndcelnikov rozkaz bez ohladu na
priatelské vzfahy na ostrove?

4 Dalsie tlohy na preberané metédy

Uloha 4.1 (KMS 10/11-L1-7). Miso mé dva balicky kariet. V prvom je n Gervenych kariet a v druhom n
bielych. MiSo vymyslel s nimi hru a pozval k sebe n Iudi, aby si ju zahrali. Najprv posadi hra¢ov do kruhu za
stol. Potom kazdému rozdal prave dve karty. Hra prebieha v koldch. V jednom kole hrac¢i naraz posuntu jednu
kartu hrac¢ovi po ich Tavici, priéom, ak mé hrié v ruke ¢ervent kartu, posiva dolava éervent, inak bielu. Hra
konéd, ak mé kazdy na ruke dve karty roznej farby. Najviac kolko k6l moze trvat Misova hra?

Uloha 4.2 (KMS 17/18-3Z-9). Linoleum na podlahe jedélne tvori stvoréekovii mriezku m x n Stvoréekov.
V kazdom Stvorceku sa nachddza jeden stol. Osvetlenie jeddlne zabezpecuju lampy, ktoré sa nachadzaji v
niektorych mrezovych bodoch mriezky (vrétane tych na obvode, vietkych mrezovych bodov je teda (m+1)(n+
1)). Kazd4 lampa osvetluje stoly na tych stvoréekoch, v ktorych rohoch sa nachddza. V zévislosti od prirodzenych
¢isel m, n najdite najmensi pocet lamp potrebny na to, aby kazdy stol bol osvetleny aspon dvomi lampami.

Uloha 4.3 (KMS 14/15-2Z-9, upravené). Tabulku 7 x 7 chceme vydlazdif triominami L a tetreminami S. Kolko
najemnej triomin L musime pouzit, ak chceme tabulku vydlizdit?

5 Este d'alSie tilohy

Tu st d'alie tlohy, ktoré som nasiel, niektoré z nich ani nemam prerdtané :D. Niekde sa daji aplikovat metédy,
ktoré sme preberali, niektoré majui rieSenie na svoj vlastny sposob. Takto to byva s mnohymi kombinatorickymi
tlohami, s ktorymi sa stretnete. Netreba vedief nejaké drsné finty, staéi sa len s tym pohrat, objavit ako
funguji a nezabudnif, Ze treba ukdzaf dve ¢asti — Ze to ide na tolko, kolko to m4 byt, a Ze to nejde na viac (na
menej). Samozrejme, treba rozliSovat, ¢o je presny matematicky dokaz a ¢o je len naa intuicia, Ze dané veci si
rozmiestnené optimélne alebo nejako lokdlne najlepsie (peknd ilustrécia toho, ako to nefunguje je v tlohe

Uloha 5.1 (KMS 08/09-L3-1). Po obvode kruhu sedi 2008 vedicich Trojstenu a kazdy z nich mé niekolko
lentilieck. Pocet lentiliek kazdych dvoch susednych vedicich sa 1i§i o 2 alebo o 3. Najviac o kolko sa moze lisit
pocet lentiliek dvoch vedticich, ak Ziadni dvaja vedici nemaji rovnako vela lentiliek?

Uloha 5.2 (KMS 08/09-Z3-2). Styri manzelské pary sa rozhodli usporiadaf tenisovy turna j v zmieSanej
Stvorhre (to znamend, Zze proti sebe hraji dva zmieSané pary). Aby predisli hadkam, dohodli sa, ze nikd y
nebudu na ihrisku sic¢asne obaja manzelia z toho istého paru, ani ako spoluhraci, ani ako siperi. Aby sa nikto
velmi neunavil, v jeden defi hral kazdy najviac jeden zépas. A aby to bolo tiplne spravodlivé, zahrali kazdé dve
dvo jice, ktoré mohli hrat proti sebe, prave jeden zdpas. Za kolko najmenej dni mohli odohrat takyto turnaj?



Uloha 5.3 (KMS 07/08-Z2-7). Dada ma krizok a na fiom n klicov (n > 3). Ked ho vyberie z vrecka, nevie, &
sa jej ndhodou nepootoéil alebo neobrétil. Jediny sposob, ako rozlisit klice, je zafarbif ich (kazdy kli¢ dostane
jednu farbu). Aky je najmensi mozny pocet farieb, ktoré Dada potrebuje?

Uloha 5.4 (KMS 07/08-Z3-9). Néjdite najmensie celé &islo d také, ze ¢isla 1, 2, ..., 16 vieme rozmiestnit na
Sachovnicu 4 x 4 tak, ze kazdé pouzijeme prave raz a rozdiel éisel na Iubovolnych dvoch poli¢kach susediacich
stranou bude najviac d.

Uloha 5.5 (KMS 07/08-73-9). Dokézte, Ze &isla 1, 2, ..., 16 vieme rozmiestnif na Sachovnicu 4 x 4 tak, Ze
kazdé pouzijeme prave raz a rozdiel éfsel na lubovolnych dvoch polickach susediacich stranou bude najviac 4.
Dokézte, Ze ich nevieme rozmiestnit tak, aby sme opét kazdé pouzili prave raz, ale rozdiel &isel na Iubovolnych
dvoch susednych polickach bol vzdy najviac 3.

Uloha 5.6 (KMS 09/10-L1-7). Petrzlen bol u Ondreja na izbe a zbadal jeho presibantd krysu. Nedalo sa
nev§imnit, Ze mala nieco za lubom (vlastne ako vzdy). Ofarbovala prirodzené &fsla réznymi farbami (kazdé
¢islo prave jednou farbou) tak, aby platilo: Ak je rozdiel dvoch roéznych prirodzenych ¢isel prvocislo, tak tieto
¢isla maji réznu farbu. S akym najmensim poétom roéznych farieb sa to mohlo kryse podarit?

Uloha 5.7 (KMS 09/10-L1-11). Medzi vediicimi KMS je ist4 skupina Tudi oblubujticich konzuméaciu Horaliek
po sirke. Je zndme, Ze tychto zaujimavych Tudi je aspon pit. Niektori ludia v tejto skupine sa poznaju, ini zas
nie. Vzfah poznania sa je vzdjomny, teda ak Bus pozna Fofa, tak aj Fofo pozna Busa. Povedzme si nie¢o viac o
tejto skupine. Vieme, Ze ak sa v nej dvaja ludia poznaji, tak nemaji Ziadnych spoloénych zndmych. Lubovolni
dvaja Iudia, ktori sa nepoznaji, maju presne dvoch spoloénych znamych. Zistite, kolko najmenej Iudi méze byt
v tejto skupine.

Uloha 5.8 (KMS 10/11-Z1-14). Mnozina X m4 56 prvkov. Néjdite najmensie prirodzené n také, ze plat{ nasle-
dovné tvrdenie: Ak vyberieme Iubovolnych 15 podmnozin X takych, Ze poéet prvkov zjednotenia Iubovolnych
sedem z nich je aspoii n, potom z tychto 15 podmnozin uréite vieme vybraf tri s neprdzdnym prienikom.

Uloha 5.9 (KMS 10/11-1L3-2). Mojo ide do obchodu ktipit zubnu kefku. Vie, 7ze kefka bude staf aspori jeden
cent a najviac 4 eurd a 99 centov. Doma ma 10 minci z kazdého druhu: 1, 2, 5, 10, 20, 50-centové a 1 a 2 eurové.
Do penazenky sa mu spolu zmest{ len 6 minci. Aké mince si mé zobrat, aby mohol presne zaplatit ¢o najviac
roznych cien? (Presne znamend bez vyddvania.)

Uloha 5.10 (KMS 10/11-L3-6). Vedice KMS kazdy tyzden zostavuji rebricek desiatich najmudrejsich veducich,
pricom nikdy nedajui viacerych vedicich na rovnaké miesto. Katka si vSimla, ze uz T tyzdnov si v rebricku ti
isti veduci. Tiez si v§imla, ze vediici v rebricku pocas tychto T' tyzdnov nikdy neboli presne v rovnakom poradi.
Navyse, ak nejaky vediici v rebricku (pocas tychto T' tyzdiiov) klesol, v Ziadnom d’alsom tyZdni uZ nesttipol na
vys§iu priecku. (Kym vSak neklesol, mohol stipat.) Akt najvéicsiu hodnotu méze mat ¢islo 77

{1,2,...,n} ktorych stcty neprevysuju n?

Uloha 5.12 (IMO 2009 shortlist, C6). Méme Sachovnicu rozmerov 999 x 999. Figurka Riitta sa po nej hybe
nasledovnym spésobom: Z kazdého policka sa moze pohnit na niektoré stranou susedné poli¢ko, pricom kazdy
pohyb musi byt zdkruta, t. j. smery kazdych dvoch za sebou idicich pohybov musia byt na sebe kolmé. Ne-
pretinajica sa cesta Ritty je postuponost po dvoch réznych poli¢ok takych, Ze ich moze Ritta navstivit svojimi
tahmi v rovnakom poradi. Nepretinajtca sa cesta sa nazyva cyklickd, ak Ritta sa z posledného policka cesty
dokaze svojim tahom dostaf na prvé policko cesty a pokracovaf po nej od zaciatku

Kolko poli¢ok obsahuje najdlhsia mozn4 cyklickd nepretinajtica sa cesta Rétty?

Uloha 5.13 (KMS 11/12-Z1-11). Prof. Jabloii m4 v laboratériu 8 krabic a v kazdej z nich mé prave 6 pokébalov.
Rozhodol sa kazdy pokébal zafarbit jednou z n roznych farieb tak, aby platilo:

e Lubovolné dve pokébaly v rovnakej krabici maji rozne farby.
e Tubovolné dve farby sa stiéasne vyskytuji v najviac jednej krabici.
N4jdite najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré dokaze prof. Jablon takto zafarbitf pokébaly.

Uloha 5.14 (KMS 11/12-L1-9). Hago m4 doma kocku s dizkou hrany 3, ktora je rozdelena na 27 rovnakych
malych kociek s dizkami hrén 1. Hago kazdé z cisel {1,2,...,27} priradil prédve jednej malej kocke. Potom
spocital sicet tychto ¢isel pre kazdua trojicu kociek leziacich na jednej priamke rovnobeznej s nejakou hranou
kocky. Takto dostal 27 stictov. Zistite, kolko najviac z tychto sti¢tov moze byt neparnych.



Uloha 5.15 (KMS 12/13-Z3-11). V KMS je n vedtcich. Kazdy z nich oblubuje iny druh ovocia a iny druh
zeleniny. Iniciativny redaktor Dennika P zistil, kto vedicuje KMS a aké druhy ovocia a zeleniny st v oblube.
Chcel urobit prehladny tabulku, v ktorej by bolo napisané, ktoré ovocie a zelenia patri ktorému vedicemu.
Zacal sa pytat vedtcich, éi v tabulke k sebe patria dvojice poloZiekH Na kazdud otézku dostal odpoved nie.
Kolko najmenej otdzok musel redaktor polozit, aby mohol jednozneéne vyplnit tabulku?

Uloha 5.16 (KMS 13/14-Z1-5).

Uloha 5.17 (KMS 13/14-Z1-8). Nakolko najmenej fahov mozno zaruéene vyhrat pexeso obsahujiice 2n karticiek
nech je na zaciatku rozlozené akokolvek?

Uloha 5.18 (KMS 10/11-Z1-11). Palacinkového cesta nikdy nie je dost. Vd'aka tomuto heslu ho Kubo navyrabal
tolko, ze sa mu ledva zmestilo do 40 hrncov (tie si musel poZi¢at aj od susedov). Hanke sa to vobec nepéaéilo.
Nie to, Ze toho cesta bolo tak vela, ale to, Ze Kubo cesto rozdelil iplne nerovnomerne. Hanka to chcela napravit.
Rozhodla sa, Ze hladinu cesta v hrncoch bude vyrovnavat nasledovnym spdsobom. Zobrala si vidy n hrncov a
poprelievala medzi nimi cesto tak, aby vo vSetkych n hrncoch bolo rovnako vela cesta. Toto opakovala dovtedy,
kym dosiahla vo vietkych 40 hrncoch rovnakd hladinu cesta. Kubo sa zamyslel, aké najmensie moze byt takéto
n, aby sa to Hanke podarilo bez ohladu na poéiatoéné rozlozenie palacinkového cesta v hrncoch. Zistite to aj

vy.

Naznaky rieSeni

1.2 Préne n: Treba strelif na vSetky biele policka. Do kazdého §tvorca 2 x 2 musia ist asponn dva vystrely.

Neparne n: Vystrelime do kazdého druhého stipca. Tabulku pokryjeme stvrocami 2 x 2 (do ktorych musia fst
aspon dva vystrely) a L-lodickami (aspoii jeden vystrel). Pokrytie tabulky 7 X 7 je zndzornené na obrazku. Pri
zovieobecneni odporti¢am opisat zddvodnenie, prec¢o menej vystrelov nestaéi, pomocou matematickej indukcie.
OpiSeme pokrytie prvych dvoch stipcov a prvych dvoch riadkov stvrocami 2 x 2 a L-kom a na zvysny Stvorec
(n — 2) x (n — 2) pouzijeme matematicki indukciu — z indukéného predpokladu tam musi byf minimdlne
(n —2)(n — 3)/2 vystrelov.
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1.3 Najviac mozno vytat 2500 stromov.
Rozdelte si mriezku na stvrodeky 2 x 2. Z kazdého §tvoréeku mozno vytat najviac jeden strom. Ak vytneme
z kazdého §tvoréeka strom vpravo hore, na spojnici Iubovolnych dvoch piiov bude lezat strom.

1.6 Najviac 2"~ !. Konstrukcia: Kazdy vedtici pozna klebetu A, pre zvysné klebety je 2"~! moznosti. Odhad:
Rozdelte klebety do dvojic tak, aby Ziadne dvojica neobsahovala dve rozne klebety.

1.7 RieSenie je 18 (aspon diifam, nad konstrukciou som sa nezamyslel, povodna tloha je ukazat, Ze 19 nemoze
byt). Pre odhad rozdelte kruh vhodne na 18 €asti takych, Ze vzdialenost kaZdych dvoch bodov v nej je najviac
7 cm. 18 je delitelné 6, za¢nite rozdelenim kruhu na Sestiny.

2.1 RiSenie je m +n — 2 (ak m # 1 # n). Ak by islo viac, zratajte pocet ¢ervenych a modrych policok, vyjde
to viac ako mn, éo sa nemdie staf.

INapr. Oblubuje Vodka mrkvu? Patri zeler k baklazanu?



3.3 Jeto 2n—1. Odhad indukciou. Odstréite z plotu s n+1 farbami farbu A taki, Ze vzdialenost jej najlavejsieho
a najpravejsieho vyskytu je ¢o najvicsia. Plot sa ndam rozdeli na r+1 usekov, v ktorych je postupne fy, f1, ..., fr
farieb. Ukézte, ze kazdy usek obsahuje iné farby, preto je plot dlhy najviac

Cf)+CA-D+ 2D+ -+ 2faa—-D+Cf)+r=2(fo+fit +f)—(r—1)+r=2n+1

Prvy a posledny tsek moze obsahovat 0 farieb, kedy je plot dlhy najviac 0, nie —1, éo vychadza z vyrazy
2fo — 1, resp. 2f, — 1. Preto st tieto vyrazy nahradené 2f,, 2f,, aby tu odhad platil aj pre 0 farieb. Nakoniec
pripocitavame r, ¢o je pocet latiek natretych odstranenou farbou A.

3.4 Risenie: n?/4, resp. (n? — 1)/4. Treba aspon tolko: dve polovice, v rdmci nich sa nikto nepozna a medzi
polovicami sa poznaju vsetci. Staci to: indukciou, odstrante dvoch domorodcou, ktori sa poznaju.

4.3 Pri tejto tlohe pride vhod poéitanie spravnych veci. Napr. aby vysli delitelnosti, pocet L musi byt 4k + 3.
Okrem toho tu pomoze vhodné ofarbenie policok tabulky. Néjdite také ofarbenie tabulky, aby kazda kachlicka
pokryla najviac jedno ofarbené policko. Potom viete povedat, Ze kachli¢iek musi byt aspoii tolko, ¢o ofarbenych
policok. Pri hladani takychto ofarbeni sa ingpirujte tilohami o lodickach. Sustredte sa na kachlicku S, L-ko je
na to Skaredé.

Ofarbite 16 policok: vsetky, ¢o si v neparnom riadku a zaroven v neparnom stipci. Treba teda aspon 16
kachli¢iek. S musi byt len jedno, ak by bolo viac, bolo by pokrytych privela poli¢ok.

5.3 RieSenie je mensie, ako by sa zdalo. Skuste oznagéit jeden klié a rozligit jeho susuedov.
Okrem malych pripadov staéia dve farby. Napr. pre n = 8 vieme kltce zafarbit takto MZMMZZZZ.

5.5 V druhej ¢asti tlohy skimajte, ako vzdialené mézu byt &isla 1 a 16 a pozrite sa na policka medzi nimi.
V prvej ¢asti tilohy staéf &fsla zaradom napisat do tabulky po riadkoch. V druhej éasti tilohy mozu byt &isla
1 a 16 vzdialené:

1. 5 policok (jedno je v rohu a druhé susedi s rohovym polickom) — ktoré &fsla musia vtedy byt na ceste
medzi nimi?

2. 6 policok (v protilahlych rohoch) — ktoré ¢isla musia byt na uhlopriecke? A ktoré &isla tesne nad uhlop-
rieckou?
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