Kombinatorika
Jozef Rajnik, Pripravné stustredenie pred IMO a MEMO, 6. 6. 2017

Texty k jednotlivym témam a d'aliie tilohy najdete v Zbierke KMS, d'alej seridloch PraSe a aj v niektorych
uplynulych séridch, uzitoéné materidly mozno ndjst aj v ich kniznici.
kms . sk/zbierka
http://mks.mff.cuni.cz/archive/archive.php — Seridly a série PraSe
http://mks.mff.cuni.cz/library/DirichletuvPrincipDS/DirichletuvPrincipDS.pdf — material o Dirich-
letovom principe aj s mnohymi tdlohami

RieSenia tloh so zdrojom mozno najst v archivoch KMS alebo PraSe, pri cudzokrajinnych olympiddach
moZno ich ndjst (v angli¢tine) na stranke https://artofproblemsolving.com/community/c13_contests.
V pripade nejasnosti mi mézete napisat mail na j.rajnik@gmail.com.

1 Matematicka indukcia

Uloha 1.1. Je dand stvoréekova tabulka rozmerov 27 x 2™ pre prirodzené ¢islo n, v ktorej je jeden Stvorcek
zafarbeny na ¢ierno. Dokézte, Ze ju vieme vydldzdif pomocou L-triomin tak, aby &erne policko ostalo jediné
nepokryté.

Uloha 1.2 (IMO 2002, tiloha 1). Nech n je kladné celé éslo a nech T’ je mnozina vietkgch bodov (,) v rovine,
kde z a y s celé nezaporné &isla a x +y < n. Kazdy bod z mnoziny T je ofarbeny bud’ &ervenou, alebo modrou
farbou. Ak je bod (x,y) ¢erveny, su ¢ervené aj vsetky body (2',y’) € T, pre ktoré plati 2’ <z ay’ <y. Nech X
je pocet spdsobov, ako mozeme vybraf n modrych bodov tak, ze vSetky ich z-ové stiradnice st rozne a nech Y
je pocet sposobov, ako mézeme vybrat n modrych bodov tak, Ze vietky ich y-ové siradnice st rozne. Dokazte,
ze plati X =Y.

Uloha 1.3 (KMS 06/07, 1. zimné séria, tiloha 11). Na ostrove zije n domorodcov. jedného diia nacelnik rozhodol,
7e vietci (vratane neho) si urobia a budi nosif ndhrdelnik zloZeny z 0 alebo viac jednofarebnych kamienkov.
Dvaja domorodci maji mat aspoii jeden kamienok rovnakej farby prave vtedy, ked st priatelia.

a) Dokaite, ze domorodci mozu splnif nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimalny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit ndéelnikov rozkaz bez ohladu na
priatelské vzfahy na ostrove?

Uloha 1.4 (PraSe 19. ro¢nik, 2. séria, 7. tloha). Majme dve postupnosti prirodzenych &isel @ = (x4, ..., 2z,),
y=(Y1,---,Ym), kde m, n € N. Dokézte, ze (1, ..., Tn,Y1,--->Ym) = (Y1,- -+ Ym,T1,- - -, Tpn) Prave vtedy, ked
existuje takd postupnost ¢t = (¢1,...,x), Ze x je n/k-krat zopakovana postupnost t a y je m/k-krat zopakovand

postupnost t.

Uloha 1.5 (KMS 02/03, 1. letn4 séria, dloha 11). Nech S je podmnozina m + n mrezovych bodov v obdizniku
mxn. Kazdé dva body (ktoré moézu byt) st spojené vodorovnou alebo zvislou ¢iarou (rovnobeznymi zo stranami
obdlznika). Dokazte, Ze sa tam musi nachddzat uzavretd lomend ¢iara z tych spojnic.

Uloha 1.6 (IMO 2009, uloha 6). Nech aq, ag, ..., a, si navzdjom rozne kladné celé ¢isla a M je mnozina
n — 1 kladnych celych ¢isel neobsahujica ¢islo s = a1 + az + - -+ + a,. Lucny konik skdce pozdlz ¢iselnej osi,
pricom zac¢ina v bode 0 a urobi smerom doprava n skokov s dlzkami aq, as, ..., a, v nejakom poradi. Dokazte,

7e poradie skokov sa d4 zvolif tak, aby liény konik nepristdl na Ziadnom &fsle z mnoziny M.

2 Dirichletov princip

Uloha 2.1. Mame postupnost 47 celych ¢isel aq, ag, ..., asr. Dokaite, Ze z nich vieme vybrat suvisli (neprazdnu)
podpostupnost, ktorej sticet vietkych élenov je delitelny 47-mimi. Stivisld podpostupnost je postupnost a;, a; 1,
ceey Qigg, pre 1 <0 <47, 5 > 0.

Uloha 2.2. Dokéite, Ze spomedzi 9 bodov v priestore s celoéiselnymi stiradnicami vieme vybrat dva body také,
ze ich stred ma celoc¢iselné suradnice.



Uloha 2.3 (KMS 15/16, 3. zimn4 séria, tloha 5). Na achovnici 8 x 8 je rozmiestnenych 25 vezi. Dokazte, ze
z nich vieme vybrat 4 tak, aby sa Ziadne dve z nich neohrozovali.

Uloha 2.4. Dokézte, Ze medzi lubovolnymi 6smimi zloZenymi prirodzenymi ¢islami mensimi ako 361 existuji

vzdy dve &fsla, ktoré maji spoloéného delitela.

Uloha 2.5 (PraSe 2000/01, 3. séria, tiloha 3). Mesto New York sa sklad4 zo 151 severojuznych a 151 vychodozapadnych
ulic, ktoré tvoria pravidelni stvoréekovi sief o hrane 100 metrov (sirku ulic zanedbavame). V uliciach mesta je

11 401 telefénnych budok. Ukézte, ze existuje dvojica telefénnych buidok vzdialena najviac 200 metrov chodze

po ulici.

Uloha 2.6 (Rusko 2000). Tabulka 100 x 100 je rozdelené na jednotkové stvoréeky, ktoré si zafarbené Styrmi
farbami tak, ze v kazdom stlpci a v kazdom riadku je z kazdej farby 25 policok. Dokdzte, ze existuji dva riadky
a dva stlpce také, ze styri policka na ich prieniku maju rozne farby.

Uloha 2.7. Méme planik 100 x 100 policok. Na kazdom policku je sipka, ktord ukazuje vlavo, hore, vpravo
alebo dole. Planik je ohrani¢eny stenou okrem pravej strany. Na jedno policko planiku polozime robota. Ten
sa kazdu sekundu pohne z policka, na ktorom stoji na susedné policko v smere $ipky. Tato Sipka sa nésledne
otoéi o 90 stupiiov v smere hodinovych ruci¢iek. Ak robot nemoze spravif pohyb naznacovany sipkou, ostane
na mieste, avsak $ipka pod nim sa otoci. Je mozné, ze robot nikdy neopusti planik?

Uloha 2.8 (PraSe 2000/01, 3. séria, tiloha 4). Sachista Dominik sa chyst4 na dolezity turnaj. Na tréning ma
76 dni a kazdy deni chce zahrat asponi jednu partiu, celkom vSak nie viac nez 132. Dokéazte, Ze v niekolkych po
sebe iducich dnoch, odohral presne 21 partii.

Uloha 2.9 (OMM 1998). Strany a uhlopriecky pravidelného osemuholnika st zaferbené modrou a ervenou.
Ukazte, ze medzi ¢iarami mozno najst aspon 8 jednofarebnych trojuholnikov, ktorych vrcholy st vo vrcholoch
osemuholnika.

Uloha 2.10 (IMO 1964). 17 Tudf si piSe maily kazdy s kazdym. Kazd4 dvojica diskutuje prave o jednej z troch
tém. Ukazte, ze existuju tri osoby, ktoré diskutuju o tej istej téme.

Uloha 2.11. Mame za sebou v nejakom poradi napisané ¢isla 1, 2, ..., 101. Dokézte, Ze z nich vieme vyskrtnit
90 z nich tak, aby zvysnych 11 &fsel tvorilo rasticu alebo klesajicu postupnost.

3 Teodria grafov

Tvrdenie 3.1 (Handshaking lemma). Stcet stuptiov v kazdom grafe je parny.
Tvrdenie 3.2. Kazdy strom (na aspon dvoch vrcholoch) m4 aspon dva listy.
Tvrdenie 3.3. Kazdy strom na n vrcholoch ma n — 1 hran.
Tvrdenie 3.4. Graf neobsahujuci cyklus mé najviac n — 1 hrén.
Tvrdenie 3.5. Pre graf G st nasledujice tvrdenia ekvivalentné.
e (G je strom, t. j. suvisly graf bez cyklov.
e Kazdé dva vrcholy v G su spojené prave jednou cestou.
e G je suvisly graf s n — 1 hranami.
e G neobsahuje cykly, aviak po pridani ktorejkolvek hrany uz cyklus vznikne.
e G je suvisly, avSak po odobrati vrcholu sa rozdeli na dva komponenty.

Tvrdenie 3.6. Graf obsahuje eulerov tah (uzavrety fah cez vietky hrany) prave vtedy, ked je suvisly a vsetky
jeho stupne si parne.

Uloha 3.1 (KMS 20015/16, 2. letn4 séria, tiloha 6). Desaf vediicich KMS je zmrzlinu. Kazdy z nich ma medzi
nimi prave 6 kamaratov (kamardtstvo je vzdjomné). Zmrzlina obsahuje presne 120 porcii. Vedici vsak majd len
jednu lyzicku, preto jedia nasledujiicim spoésobom: ten, kto mé lyzicku, zje jednu porciu zmrzliny a poda lyzicku
nejakému svojmu kamaratovi. Toto sa opakuje, az kym nezjedia celi zmrzlinu. Dokézte, ze ak ma na zaciatku
lyzicku Tubovolny vedici, tak vedia zjest zmrzlinu tak, aby kazdy zjedol 12 porcii.



Uloha 3.2. Pre dané prirodzené &fslo n najdite najvicsie éislo k také, Ze mozno do kruhu napisat postupnost
nil a jednotiek dlzky k taki, ze ziadna n-tica sa tam nevyskytuje dvakrat.

Tvrdenie 3.7. Graf je bipartitny prave vtedy, ked neobsahuje cyklus nepéarnej deky.

Tvrdenie 3.8. Nech G je bipartitny graf s particiami A, B. Grafe G m4 perfektné parenie prave vtedy, ked
Iubovolnd podmnoZina mnoziny A mé aspon tolko susedov ako prvkov.

Uloha 3.3. V grafe G na n vrcholoch mé kazdy vrchol stupeii aspoi (n —1)/2. Dokézte, ze graf G je suvisly.

Uloha 3.4 (Kazachstan 2003). Dané su dva Stvorcové kusy papiera, kazdy s obsahom 2003. Kazdy papier je
rozdeleny na 2003 mnohouholnikov s obsahom 1 (rozdelenia mozu byt rozne). Jeden kus papiera polozime na
druhy. Dokézte, Ze moézeme pomocou 2003 spendlikov prepichnif vetkych 4006 mnohouholnikov.

Tvrdenie 3.9. V tplnom orientovanom grafe existuje cesta cez vSetky vrcholy.

Uloha 3.5. Nech G je taky graf, v ktorom kazdy vrchol mé stupen aspon 3. Dokézte, ze graf G obsahuje cyklus
parnej dlzky.

Uloha 3.6. Nech G je graf na n vrcholoch obsahujici viac ako m?/4 hran. Dokdzte, Zze graf G obsahuje
trojuholnik (cyklus dlzky 3).

Uloha 3.7 (USAMO 1989). 20 hracov tenisu odohralo 14 zdpasov tak, ze kazdy hrac¢ hral aspon raz. Ukdzte,
ze existuje 6 hier, v ktorych hralo 12 roznych hracov.

Uloha 3.8 (Peru 2009). Okolo okriihleho stola sedi 2n Slovékov, 2n Cechov a 2n Poliakov. Ludia, ¢o sedia
medzi dvoma ludmi rovnakej ndrodnosti sa postavia. Aky najvicsi pocet Tudi sa moze postavit?

Uloha 3.9 (OMM 2009). Na party je n osdb. Vieme, Ze medzi Tubovolnych styroch oséb existuji tri osoby,
ktoré poznaju kazda s kazdou alebo existuju tri osoby, medzi ktorymi sa ziadne dve nepoznaju. Dokazte, ze ich
vieme rozdelif na dve skupiny, kde v jedenej skupine sa budi vietci poznat a v druhej skupine sa nikto nebude
poznaf.

Uloha 3.10 (Bulharsko 2004). V skupine n turistov medzi lubovolngmi tromi turistami existuji dvaja, o
sa nepoznaji. Prepokladajme, Ze bez ohladu na to, ako ich rozdelime do dvoch autobusov, v aspon jednom
autobuse budu aspoil dvaja turisti, ¢o sa poznaju. Ukazte, ze existuje turista, ktory poznd najviac %n zvys$nych
turistov.

4 Invarianty a hry

Uloha 4.1. V rade na stole je n kariet otoéenych licom nahor. V jednom fahu si mézeme vybraf lubovolné
dve a otoéit ich. Uréte, pre ktoré n sa mozeme po koneénom poéte tahov dostat do stavu, kedy st vietky karty
licom nadol.

Uloha 4.2. Na tabuli st napisané ¢isla od 1 do 1 000 000, kazdé prave raz. Kazdé ¢islo zotrieme a nahradime
ho jeho cifernym stc¢tom. Tento proces opakujeme, az kym na tabuli nezostant len jednociferné ¢isla. Ktorych
Cisel ostane na tabuli najviac?

Uloha 4.3 (KMS 03/04, Z1, 5). Na ostrove v Tichomorf Ziji chameleény troch farieb: z1té, zelené a hnedé. Ked
sa stretntd dva chameleény roznych farieb, oba sa prefarbia na tretiu farbu. V istom momente bolo na ostrove
13 zltych, 15 zelenych a 17 hnedych chameleénov. Je mozné, aby bolo po istom ¢ase vSetkych 45 chameleénov
rovnakej farby? (Predpokladdme, Ze sa Zziadny novy nenarodi, ani ziaden neumrie.)

Uloha 4.4. Nech n je prirodzené &islo. Uvazujme postupnost &fsel 1, 2, ..., n. V jednom kroku moézeme v nej
vymenit dve (rozne) &isla. Mozno po 2017-tich krokoch dostat pévodnt postupnost.

Uloha 4.5. Na obvode kruhu st napisané za sebou ¢isla 1, 0, 1, 0, 0, 0. V jednom kroku mozeme dve susedné
¢isla zvicsit o 1. MoZeme po niekolkych krokoch dostat na obvode kruhu vietky éfsla rovnaké?

Uloha 4.6 (KMS 15/16, Z2, 7). Na kazdom policku tabulky n x m je lampa. Na zaiatku s vsetky lampy
vypnuté. V kazdom fahu si mézeme vybrat v riadku alebo stipci m po sebe idtcich 14&mp a zmenif stav tychto
l4mp (zo zapnutej na vypnuti a naopak). Dokdzte, Ze stav, v ktorom su vietky lampy zapnuté, vieme dosiahnut
prave vtedy, ked &islo m je delitelom &isla n.



Uloha 4.7. Na z oboch strén nekoneénom rade poli¢ok je rozmiestnenych koneéne vela kamenov. Ak sa na
nejakom policku nachddzaji aspon dva kamene, mozeme z tohto policka zobrat dva kamene a polozit po jednom
z nich na dve susedné policka. Existuje pociatotné rozmiestnenie kamenov také, ze po nenulovom kone¢nom
poéte spomenutych ahov je mozné dostat pociatoéné rozlozenie?

Uloha 4.8. V tabulke n x n je n — 1 infikovanych policok. Kazdu sekundu sa infikuja vSetky policka, ktoré
susedia (stranou) s aspon dvomi infikovanymi polickami. Ukazte, Ze jedno policko vzdy ostane neinfikované.

Uloha 4.9. Pre kazdy typ tetromina uréte, & nim mozno vydlazdif plochu 10 x 10.

Uloha 4.10 (OMCC 2001). Marian a David si sadli za okriihly stol s 2 017 stolickami a idi hrat hru o prezitie.
V kazdom fahu, hra¢ odstrani od stola jednu susednu stolicku. Pokial na tejto stolicke sedel jeho stper, tak
hra¢ na tahu vyhréva. Hru zaéina Maridn a nésledne sa strieda s Davidom v fahoch. Uréte, ktory z hra¢ov ma
vitazni stratégiu.

Uloha 4.11. Na stole je m zépaliek, s ktorymi hraji Anastdzia a Bronislava nasledujicu hru. V kazdom tahu
jedna z hracok odstrani zo stola 1, 3, 4, 5 alebo 7 zapaliek. Zacina Anastazia a nasledne sa s Bronislavou
striedaji v fahoch. Hréacka, ktors zoberie poslednt zapalku, vyhrava. V zavislosti od kladného celého éisla n
uréte, ktord z hrdéok m4 vitazni stratégiu.

Uloha 4.12. Na kazdom policku tabulky 8 x 8 je lampa. Nazaciatku si vietky lampy zhasnuté. V jednom fahu
si vyberieme jednu lampu a jeden smer (bud’ zvisly, alebo vodorovny) a prepneme vybrant lampu a vietkych
jej susedov v danom smere. Po istom po¢te takychto tahov ostala svietif prave jedna lampa. Najdite vsetky
mozné pozicie tejto lampy.

Uloha 4.13 (APMO 2007). Na kazdom policku tabulky 5 x 5 je zhasnutd lampa. V jedom kroku si méZzeme
vybrat lampu a vybrant lampu spolu so vietkymi lampami na susednych polickach prepnit. Po niekolkych
krokoch nam ostala svietit jedna lampa. Najdite vietky policka, na ktorych to mohlo byt.

Uloha 4.14. V tabulke 4 x 4 mdzeme presivat stvoréeky na volné miesto. Mozeme tak z konfigurdcie nalavo
dostat konfigurciu napravo?

1({2]3]4 1{2(3]4
516|718 5|6 |78
91101112 9110|1112
1311514 1311415

Uloha 4.15 (USAMO 1994). Strany pravidelného 99-uholnika st kordlovou (K), modrou (M) a sivou (S) v
poradi KMKMKM. ..KMS. V jednom kroku moézeme zmenit farbu strany na ind, pokial tak nevzniknd dve
susedné strany s rovnakou farbou. Mézeme po koneénom poéte krokov dostat zafarbenie KMKMKM. .. KSM?

Uloha 4.16 (IMO 2004). Njdite vietky dvojice kladnych celych ésel (m,n) takych, e tabulku m x n mozno
vydl4zdif kachlickami:




