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1 Uvod — ako neriesit takéto tlohy

Prednasku zaéneme trochu netradiéne — miesto toho, aby sme si ukézali, ako sa maji tlohy riesit,
tak si ukdzeme, ako sa riesit nemaji. K nasledovnej tlohe uvedieme dve nespravne rieSenia. Skuste
sa nad nimi zamysliet (aspon nad prvym) a identifikovat, kde v nich je chyba. Pokuste sa aj tiito
chybu vysvetlit — neuspokojte sa s argumentaciou: ,RieSenie je zlé, lebo sa to m4 riesit takto,“ alebo
,»Vysledok je iny, preto je to zle.“

Mbozete si tiez skusif tito tilohu vyriesit. Pokojne mi poglite mail s nédjdenymi chybami a vasim
rieSenfm, nech vdm to viem odkontrolovat.

Uloha 1.1. Na pldne 7 x 7 ukryts lod 2 x 3. Na kolko najmenej policok musime vystrelit, aby sme
ju s istotou aspon raz zasiahli?

Pokus o riesenie 1. Neoplati sa ndm strielat na kraj, kedZe v strede pokryjeme viac pozicii lode,
Tiez sa ndm neoplati sa ndm ddvat vystrely vedla seba, lebo ked st d’alej od seba, tak pokryji viac
moZnych pozicii lode. AvSak nechceme strielat s medzerou dvoch policok, lebo méze byt medzi nimi
lod’. Optimalne je preto strielaf s rozostupom jedného policka. Najmenej vystrelov je preto 9, ako je
vyznacené na obrazku (1} Vystreli st rozmiestnené rovnomerne podla pravidiel, ktoré sme ukézali. Ak
by sme pouzili o jeden vystrel menej, tak uz by sme niekde vedeli umiestnit lod. O
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Pokus o riesenie 2. Pre kazdé policko spocitame pocet pozicii lodi, ktoré by sme trafili vystrelom nan
(tabulka vlavo). Aby sme dosiahli ¢o najmenej vystrelov, tak musime strelit na policko, kde zasiahneme
¢o najviac moznych lodi — teda 12. Takych policok je viac, preto je optimdlne strelit do stredu.
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Potom si znovu prepocitame pocet lodi, ktoré zasiahneme na jednotlivych polickach (tabulka v
strede). Najviac vieme pokryt 9 pozicii lodi, a to na ésmych polickach. Dokonca tieto politka st
rozmiestnené rovnomerne okolo stredu. Ak vystrelime na vsetky z nich (tabulka vpravo), tak tym
pokryjeme vsetky mozné pozicie lode. Ked'ze sme vzdy vyberali policka, ktoré pokryji najviaési mozny
pocet pozicii lode, tak tento pocet je najmensi mozny. O

Potom si ukdzeme spravne rieSenie tejto tlohy. Mozno ju vyriesit celkom vSeobecnou technikou —
problém si rozdelime na spravne ¢asti, na ktorych vieme tilohu vyriesit a potom tieto ¢iastkové tivahy
spojime do findlneho vysledku.

2 leohy na prednasku

Na ukdzanu techniku si potom prejdeme niekolko 1loh. Budeme prechddzat nasledovné, hoci zrejme
nestihneme uplne vsetky.

Uloha 2.1. Kolko najviac jazdcov (kotiov) mozno umiestnit na Sachovnicu 8 x 8 tak, aby sa Ziadni
dvaja neohrozovali?

Uloha 2.2. Vedtci KMS radi klebetia a kazdy z nich pozné niekolko klebiet. Vsetci dokopy poznaji
5 klebiet. Opét ziadni dvaja nepoznaju presne tie isté klebety. Kolko najmenej vedicich musi obsa-
hovat KMS, aby zarucene existovali dvaja vediici taky, Ze jeden vedici pozna vSetky klebety druhého
vediiceho?

Uloha 2.3. (*) Vyrieste predosli ulohu pre situdciu, kedy veduci poznaju dokopy n klebiet.

Uloha 2.4 (KMS 17/18-3Z-9). (*) Linoleum na podlahe jedalne tvori stvorcekovii mriezku m x n
stvorcekov. V kazdom §tvorceku sa nachadza jeden stol. Osvetlenie jedalne zabezpecuju lampy, ktoré
sa nachadzaji v niektorych mrezovych bodoch mriezky (vrétane tych na obvode, vsetkych mrezovych
bodov je teda (m + 1)(n + 1)). Kazd4 lampa osvetluje stoly na tych stvoréekoch, v ktorych rohoch sa
nachddza. V zdvislosti od prirodzenych ¢isel m, n najdite najmensi pocet lamp potrebny na to, aby
kazdy stol bol osvetleny aspon dvomi lampami.

Uloha 2.5 (MEMO 2023 T3). (*) N&jdite najmengie celé &slo b s nasledujicou vlastnostou: Pre
kazdé ofarbenie prave b policok na Sachovnici rozmerov 8 x 8 na zeleno je mozné umiestnit 7 strelcov
na 7 zelenych policok tak, aby sa ziadni dvaja strelci neohrozovali.

Nizsie v dokumente ndjdete bohatd sadu tloh. Su rozdelené podla tém a v ramci kazdej témy
zoradené zhruba podla obtianznosti. Naro¢né tlohy st oznacené (*). Ked'ze je tloh vela, tak sipkou
je oznaceny vyber tiloh, na ktoré sa oplati pozriet. Ttito sadu som ani nepripravoval s cielom, aby si
kazdy presiel vietko, ale aby ste mali do zésoby aj tlohy na d'alsie precvi¢ovanie a tiez nech si tu vie
kazdy najst dlohy primeranej naroénosti.

3 Ijlohy na dokaz existencie

Uloha 3.1. Dokéite, ze z lubovolnych styroch celych &fsel vieme vybraf dve &isla, ktorych rozdiel je
delitelny tromi.

Uloha 3.2. Dokéazte, ze medzi lubovolnymi 12-timi réznymi celymi dvojcifernymi ¢islami najdeme
dve, ktorych rozdiel je dvojciferné ¢islo s oboma ciframi rovnakymi.



Uloha 3.3. Spomedzi &fsel 1, 2, ..., 100 vyberieme [ubovolnych 52 &fsel. Dokézte, ze zakazdym mozno
spomedzi nich vybrat dve &fsla, ktorych sicet je delitelny stomi.

Uloha 3.4. Dokéite, ze spomedzi Tubovolnych 52 celych éfsel mozno zakazdym vybraf dve &isla,
ktorych sticet alebo rozdiel je delitelny stomi.

Uloha 3.5. Spomedzi ¢isel 1, 2, ..., 42 vyberieme 22 ¢isel. Dokézte, Ze sme zarucene vybrali dve
Cisla, ktoré sa lisia prave o 1.

Uloha 3.6. Vo vniitri rovnostranného trojuholnika o strane diéky 2 sa nachadza pif bodov. Dokéite,
7e spomedzi nich mozno vybrat dvojicu bodov, ktoré st od seba vo vzdialenosti nanajvys 1.

Uloha 3.7. Vlk zje kazdy den aspon jednu ovcu, no najviac tri ovce. Medved zje kazdy den aspon
Styri ovee, no najviac sedem oviec. Dokézte, Ze v kazdom tyZdni existuji dva dni, ked baca utrpi
rovnaku skodu (teda pride o rovnaky pocet oviec).

Uloha 3.8. Dokézte, Ze na kazdej party su dvaja ludia, ktorf poznaji rovnako vela ostatnych Tudi z
party.
Uloha 3.9. Dokézte, ze medzi 6-timi l'udmi vzdy existuju traja taki udia, ze kazdy poznd kazdého

alebo nikto nepozna nikoho.

Uloha 3.10. V priestore méme 9 bodov s celoc¢iselnymi siradnicami. Dokazte, Ze existuju dva body,
ktorych tazisko m4 celo¢iselné stiradnice.

Uloha 3.11. V rovine je danych 13 bodov s celo¢iselnymi stradnicami. Dokazte, Zze spomedzi nich
mozno vybrat tri body, ktorych fazisko mé celoé¢iselné stiradnice.

Uloha 3.12 (PraSe 94/95, [1]). Dokézte, e vo §tvorci s rozmermi 6em x 6em, kde je zakreslenych 37
bodov, existuje stvorec 2cm x 2cm, ktory obsahuje aspon p#t z danych bodov.

Uloha 3.13. Na §tvorcovom stole 1m x 1m sedi 151 mich. Dokézte, ze hrncom s polomerom 1 /7 m
dokdzeme zabit sedem mitich jednou ranou.

Uloha 3.14 (IMO 1964, tloha 1). 17 Tud{ si piSe maily kazdy s kazdym. Kazdd dvojica diskutuje

prave o jednej z troch tém. Ukazte, ze existuju tri osoby, ktoré diskutuju o tej istej téme.

Uloha 3.15 (PraSe 2000/01-3-3, [1]). Mesto New York sa sklad4 zo 151 severojuzngch a 151 v§chodozapadnych
ulic, ktoré tvoria pravidelni stvoréekovi siet s hranou malého §tvoréeka 100 metrov (Sirku ulic za-

nedbdvame). V uliciach mesta je 11 401 telefénnych bidok. Ukazte, ze existuje dvojica telefénnych
bidok vzdialend najviac 200 metrov chodze po ulici.

Uloha 3.16 (IMO 1972, dloha 1). Mdme 10 dvojcifernych ¢isel. Dokézte, Ze z nich vieme vybrat dve
disjunktné mnoziny s rovnakym stuctom.

Uloha 3.17 (PraSe 2000/01, 3. séria, tiloha 4). (*) Sachista Dominik sa chyst4 na dolezity turnaj. Na
tréning ma 76 dni a kazdy defi chce zahrat asponi jednu partiu, celkom vSak nie viac nez 132. Dokézte,
7e v niekolkych po sebe idicich diioch, odohral presne 21 partii.

Uloha 3.18. Pre Fibonacciho ¢isla plati F1 = F» =1 a Fp9 = Fy41 + F), pre vietky prirodzené cisla
k. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje Fibonacciho ¢&islo, ktoré sa koné¢i na n nul.

Uloha 3.19. Méme postupnost 48 celych ¢isel. Dokézte, ze z nej vieme vybraf stvisli podpostupnost,
ktorej sicet je delitelny 47-mimi. Plat{ to aj pre postupnost 47 celych ¢éisel?

Uloha 3.20 (IMO 1985, tloha 4). (*) Mame danych 1985 kladnych celych &isel takych, ze ziadne
z nich nem4 prvoéiselného delitela vicsieho ako 23. Dokéazte, Ze medzi nimi existuji 4 &fsla, ktorych
stcin je Stvrtou mocninou celého ¢isla.



Uloha 3.21. (*) [MO59-A-II1-2] Kruhovy ter¢ s polomerom 12 c¢m zasiahlo 19 vystrelov. Dokézte, ze
vzdialenost niektorych dvoch zésahov je mensia ako 7 cm.

Uloha 3.22. (*) [MO61-A-III-3] Dokézte, Ze medzi lubovolnymi 101 redlnymi cislami existuji dve
¢isla u a v, pre ktoré plati
100ju — v| - |1 —wv| £ (1 +u?) (1 +0?)

Uloha 3.23 (Rusko 2000). (*) Tabulka 100 x 100 je rozdelens na jednotkové stvorceky, ktoré si
zafarbené Styrmi farbami tak, ze v kazdom stlpci a v kazdom riadku je z kazdej farby 25 policok.
Dokazte, ze existuju dva riadky a dva stlpce také, ze styri policka na ich prieniku maju rézne farby.

Uloha 3.24 (Peru 2009). (*) Na schodzi sa zii¢astnilo 100 poslancov z troch krajin. Niektoré dvojice
poslancov sa navzdjom poznaji. Ukazte, ze na schodzi si dvaja poslanci A, B roznych krajin taki, ze
existuje 17 poslancov z tretej krajiny, ktori bud’ poznaji vsetci oboch poslancov A, B, alebo kazdy z
nich sa nepozné ani s poslancom A, ani s poslancom B.

Uloha 3.25 (Tournament of towns 1985). (*) V Bumbélke je 32 Studentov, ktori st zoskupeni v 33
tajnych matematickych krizkoch. Kazdy krizok pozostava z troch studentov a ziadne dva kruzky
nemajui rovnaké zlozenie. Dokazte, ze existuju dva krizky, ktoré maji prave jedného spoloéného
Studenta.

4 Ijlohy o Sachovnici

Uloha 4.1. Kolko najviac vezi mozno umiestnit na Sachovnicu tak, aby sa Ziadne dve neohrozovali?

Uloha 4.2. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohro-
zovali?

Uloha 4.3. Kolko najviac kralov mozno umiestnit na Sachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja neohrozo-
vali?

Uloha 4.4 (KMS 20/21-7Z3-5). Figirka strieborny generdl (pochddza z japonského Sachu) ohrozuje
Styri policka, s ktorymi mé spolocny iba roh a jedno policko priamo pred sebou (ako na obrazku 1).
Figtirku mozno otdc¢at do 4 smerov, pricom figirka ma vyznacené, na ktorej strane m4 predok (je tam
zizend). Najviac kolko striebornych generdlov mozno umiestnif na Sachovnicu rozmerov 8 x 8 tak,
aby ziaden strieborny generdl neohrozoval iného?
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Obr. 2: Policka, ktoré ohrozuje strieborny general.

Uloha 4.5 (KMS 18/19-Z1-6). Figirka povySeny strelec ohrozuje policka, ktoré sa nachddzaju v
rovnakej uhlopriecke (ako strelec v beznom $achu) a navyse aj policka, ktoré maji spoloéni hranu s
polickom, na ktorom povyseny strelec stoji. Kolko najviac povySenych strelcov moZno umiestnit na
Sachovnicu rozmerov 9 x 9 tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali? A kolkych na $achovnicu n x n?

Uloha 4.6. Kolko najmenej strelcov treba umiestnit na sachovnicu 8 x 8 tak, aby sme spomedzi nich
isto vedeli vybrat troch strelcov tak, aby sa navzajom neohrozovali, a to ani potom, ¢o nevybranych
strelcov ddme prec?



Uloha 4.7. N4jdite najmensie ¢islo n, pre ktoré plati nasledovné tvrdenie: Z Iubovolného rozmiestne-
nia n kralov na sachovnici 8 x 8 mozno vybraf piatich, z ktorych sa ziadni dvaja neohrozuji. Spravnost
vasho tvrdenia dokazte.

Uloha 4.8 (KMS 15/16-Z3-5, upravené). Kolko najmenej vezi musime umiestnit na sachovnicu roz-
merov 8 X 8, aby sme z nich vedeli vybrat 4 veZe, z ktorych sa Ziadne dve neohrozuji, a to ani potom,
¢o nevybrané veze dame prec.

5 Lodicky

Uloha 5.1. Na pléne 8 x 8 policok sa nachédza lod rozmerov 1 x 2 (vodorovne alebo zvislo otocend).
Na kolko najmenej policok musime vystrelit, aby sme lod s istotou zasiahli aspoi raz?

Uloha 5.2. Kolko najmenej vystrelov treba na zasiahnutie lode rozmerov 1 x 3 na planiku 7 x 77

Uloha 5.3 (KMS 2020/21-72-2). Lod v tvare tetromina T na nasledovnom pléniku

Uloha 5.4. Lod 1 x 3 na plane rozmerov n X n. Ulohu vyrieste pre
a) n =0, b) n=7, c) n=>5, d) vSeobecne pre n.

Uloha 5.5. Na plane rozmerov n X n sa nachadza lod 1 x 4 (Iubovolne otocend). Na kolko najmenej
policok musime vystrelit, aby sme ju s istotou zasiahli?

Uloha 5.6 (Néboj 2015, 10). Lod rozmerov 1 x 5 na planiku 9 x 9.
Uloha 5.7. Lod v tvare tetromina O na planiku n x n.

Uloha 5.8. (*) Lod v tvare tetromina L na planiku n X n.

Uloha 5.9. Lod v tvare tetromina S na planiku n x n.

Uloha 5.10. (*) Kolko najmenej vystrelov treba na zasiahnutie lode v tvare triomina L na pldniku
a) 6 x 6, b) 8 x 8, c) TxT, d) vSeobecne n x n?

Uloha 5.11. (*) Kolko najmenej vystrelov je potrebnych na to, aby sme s istotou zasiahli lod’ rozmerov
1 x ¢ na plane rozmerov n x n? Vysledok urcte v zavislosti od n a £.

Uloha 5.12 (MO70-B-1-6). Na pléne s rozmermi 12 x 12 §tvoréekov sa nachéadza lod’ tvorena ésmimi
polickami pozdlz obvodu $tvorca 3 X 3 (na obr. je vyznacend sivou farbou). Na kolko najmenej policok
treba vystrelit, aby sme s istotou zasiahli lod” aspon raz?



https://math.naboj.org/archive/problems/pdf/math/2015_sk_sol.pdf

6 Mix roznych tuloh

— Uloha 6.1. Kolko najmenej ¢isel musime vybrat z mnoziny {1,...,20}, aby medzi vybranymi ¢islami
zarucene existovali dve, z ktorych jedno deli to druhé? Aky je vysledok pre mnozinu {1,2,...,n}?

Uloha 6.2 (KMS 10/11-3L-7). Vedici KMS radi klebetia a kazdy z nich pozna niekolko klebiet.
Kazdi dvaja vedici poznaju aspon jednu rovnaku klebetu. NavySe ziadni dvaja nepoznaji presne
tie isté klebety (aj v pripade, ze Kubko poznd len klebetu A a Mafko klebety A a B, hovorime,
7e poznaju iné klebety). Kolko najviac vedicich moze mat KMS, ak vSetci dokopy poznaji prave 6
roznych klebiet?

— Uloha 6.3. Najdite najmensie také ¢islo k pre ktoré plati, ze v kazdej k-prvkovej podmnozine mnoziny
{1,2,...,100} sa nachddzaju tri ¢isla, ktoré maji spoloéni cifru (spolo¢né cifra musi byt rovnakd pre
vietky tri, ale moze v nich byt na réznych pozicidch, napr. éfsla 12, 31 a 17 maji spoloéni cifru 1, ale
¢isla 42, 47 a 27 nemaju spoloéni cifru). Vase tvrdenie dokézte.

Uloha 6.4 (KMS 07/08-Z1-6). V stvorcom parku je do §tvorcovej mriezky 100 x 100 umiestnenych
10000 stromov. Kolko z nich sa d4 najviac vytat tak, aby zo Ziadneho piia nebolo vidief iny pen?
Dokéite, Ze viac pilov sa uz takto vyfat ned4.

Uloha 6.5 (PraSe 00/01, [1]). Hraci plan hry ,Clovece, nezlob sal“ pozostava z 36 policok umiest-
nenych do kruhu. N4jdite najmensie také celé ¢islo n, Ze pri lubovolnom rozmiestneni n figiirok a
Iubovolnom hode kockou vieme pohybom nejakej figiirky vyhodit ini.

Uloha 6.6 (PraSe 98/99-1-1, [1]). Néjdite ¢o najdlhsiu aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel s
diferenciou 60, ktora je tvorena samymi prvocislami.

Uloha 6.7 (Zovseobecnenie KMS 2012/13-L1-8). Néjdite vSetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré vieme
ulozit ¢fsla 1 az n? do §tvorcekovej siete n x n tak, aby v Iubovolnom T-¢ku, zlozenom zo §tyroch
policok, bol sticet éisel parny? T-cko moze byt aj otocené.

Literatura

[1] David  Stanovsky, Dirichletov — princip, dostupné na https://prase.cz/library/
DirichletuvPrincipDS/DirichletuvPrincipDS.pdf

Naznaky rieSeni

Tato ¢ast a aj nasledujiica ¢ast s vysledkami je predbezna, netplnéd a nie velmi upratand. Niekde
néjdete aj celé rieenie tilohy alebo nie zrovna dobré hinty. Aj vysledok mohol nikde ujst. Pokisim sa
to do prednasky viac upratat.

2.1. e Pri figirok a podobnych konstrukcidch pride vhod uvazovat rozne zname (i uz z bezného
zivota alebo olympiddnych tloh) ofarbenia policok — rozmiestnite jazdcov na policka
rovnakej farby bezného Sachovnicového ofarbenia.

e Chceme dokézat, Ze pri Iubovolnom rozmiestneni 33 jazdcov existuji dvaja, ktori sa
ohrozuji. Takato formuldcia si pyta Dirichletov princip. Resp. tu vieme vyuzit princip
delenia nasho problému (teraz Sachovnice) na mensie, navzajom nezavislé ¢asti. Ak roz-
delime sachovnicu na 32 navzéjom ohrozujtcich sa skupin, tak v kazdej moze byt najviac
jeden jazdec.
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11 (= (g) + 1). Mozeme mat 10 vedicich, kde kazdy poznd len dve klebety. Vsetky mozné
mnoziny klebiet zorad'te do 10 radov, tak, aby v kazdom rade postupne vzdy pribidala jedna
nova klebeta.

Mozné zvysky su len tri a mame Styri ¢isla.
Cim je delitelné dvojciferné éislo s oboma ciframi rovnakymi?

Tvorte si dvojicky vyhovujtcich ¢isel. Rozmyslite si, ze nevadi, ak ndm maly pocet Cisel ostane
osamote.

Tvorte si dvojicky vyhovujtcich éisel. Rozmyslite si, ze nevadi, ak ndm maly pocet Cisel ostane
osamote.

Ak maju &sla navzajom rozne zvysky, je to v podstate predchédzajica tloha. Co ak niektoré
dve ¢isla maji rovnaky zvysok?

Uloha sa d4 vsak riesif roznymi spésobmi. Len upozornim, Ze niektoré spésoby nie su zrovna
lahké na poriadne spisanie.

Rozdelte si trojuholnik strednymi prieckami na $tyri mensie trojuholniky.
Spocitajte, kolko roznych skod moze baca utrpief v dany deii.

Uvedomte si, Ze na party nemoze byt sicasne ¢lovek, ¢o nikoho nepoznd, aj ¢lovek, ¢o poznd
kazdého.

Pre jedného ¢loveka existuju traja ludia, ktorych vsetkych (ne)pozné.
Pozrite sa na paritu siradnic. Kolkymi spésobmi méZe byt nakombinovans?
Ukézte, Ze spomedzi 5 ¢isel mozno vybraf 3, ktorych sicet je delitelny tromi.
Rozdelte si stvorec na 9 mensich stvorcov.

Pokyrite stvorec 25 kruhmi s polomerom 1/7.
Pri hladani pokrytia moze prist vhod 6-uholnikov siet.

Dvojkrokovy dirichlet. Zoberte si jedného ¢loveka a pozrite sa na Iudi, s ktorymi si pise o jednej
téme.

Rozdelte si mnoZinu bodov na uliciach do najviac 11 400 utvarov.
Zoberte si krizovatku a do kazdého smeru 100 m ulice a pokryte takymito ttvarmi cely New
York.

Vyberte Tubovolné dve podmnoziny s rovnakym stic¢tom a potom ich prerobte na disjunktné
zachovajuc sucet.

Uvazujte prefixové stucty s; = a1 +ag + - - -+ a; a ukdzte, Ze existuji ¢ a j také, ze s; = s; +21.
Nevychéddza dirichlet? Ako presne vyzera taky pripad?

Pride vhod dodefinovat si Fy = 0. Sledujte dvojicu poslednych dvoch Fibonacciho é&isel po
deleni n.

Pozrite sa na &fsla a, a; +ag, a;+as+as, ..., aj+as+---+asg. V programovani sa postupnost
takychto stuctov nazyva prefizové sucty. Ano, plati to aj pre 47 &isel.



3.20.

3.23.

3.24.

3.25.

Urobte dvojkrokového dirichleta. N4jdite najprv dostatocne vela $tvorcov a z nich vyberte
hladani $tvrtd mocninu.

Spocitajte dvojice policok, ktoré si v rovnakom riadku a maji réznu farbu. Vyberte dvojicu
stlpcov, kde je tychto dvojic najviac.

Spocitajte pocet trojic (A, B, C) takych, ze A, B, C su z rdznych krajin a bud A aj C poznaji
B, alebo A ani C nepoznaju B.

Ukézte, Ze jeden student je v aspoii Styroch krizkoch. Co viete povedat o krizkoch, v ktorych
nie je?

4.1. Rozdelte si sachovnicu na riadky.

4.2. Rozdelte si sachovnicu na uhlopriecky smerujice jednym smerom. Je ich az 157 Neviete dve
spojit do jednej?

4.3. Rozdelte si Sachovnicu na Stvorce 2 x 2.

4.4. 32, opif si podelte policka do dvojic.

4.6. Rozdelte si sachovnicu po stipcoch.

4.8. Rozdelte si Sachovnicu na 8 ,uhlopriecok” po 8 policok — ak uhlopriecka narazi na stranu
Stvorca, tak pokracuje z druhej strany.

6.1. Rozdelte &isla do skupin podla najviicsieho neparneho delitela, teda a, 2a, 4a, 8a, 16q, . . .. Ano,
niektoré skupiny budud obsahovat len jedno &islo, napr. 17.

6.2. 25 = 32. Vietci vedici poznajui ti istt klebetu. Preco viac nejde? Kazdi podmnozinu klebiet
sparujte s jej doplnkom.

6.4. Rozdelte si mriezku na Stvroéeky 2 x 2. Z kazdého stvoréeku mozno vytat najviac jeden strom.
Ak vytneme z kazdého $tvoréeka strom vpravo hore, na spojnici Tubovolnych dvoch piiov bude
lezat strom.

6.6. Nijdite prvocislo, ktoré bude delit nejaky ¢len postupnosti. Sledujte zvysky.

Dobrym kandidatom je prvocislo 7.
6. e Stadi iba rozliSovat, ¢i je na policku parne alebo neparne &islo. Skiste sa pozriet na parity
¢isel vo vhodnej malej casti siete.
e Ukéite, ze v kazdom ,plusku® zlozenom z piatich poli¢ok musia mat &isla rovnaku paritu.
Vysledky
4.1. 8

4.2. 14

4.3. 16

4.6. 17



4.7.

4.8.

5.8.

5.9.

6.1.

6.4.

17
25

Riesenim je |n2/3| vystrelov (pre n > 3, inak je to zjavne 0). To dosiahneme tak, ako ked sme
strielali lod 1 x 3, t. j. kazdu tretiu diagondlu. Pod me ukdzat, Zze menej vystrelov nestaci.
KIicovym pozorovanim je, Ze v kazdej oblasti 2 x 3 musia byt aspon 2 vystrely — jeden vystrel
nestaci ani ak je v rohu, ani ak je v prostrednom riadku / stfpci. Zatnime najprv mensimi
pripadmi. Hoci mozno u nich vyskugat vSetky moZnosti, ukdzme si Sikovnejsiu cestu, ktord vie
niekedy trochu pomoct, ked bezné odhady nestacia.

n =3: Ak by sme mali najviac dva vystrely, jeden riadok by musel byt prazdny. Potom mus{
byt vystrel na prvom a poslednom policku v kazdom susednom riadku. Aby sme tak nedostali
4 vystrely, musi byt prézdny riadok pri okraji. To ndm uZ ale jednoznaé¢ne uréuje polohu dvoch
vystrelov a na pldne sa moze nachddzat lod'.

n = 4: Predpokladajme, Ze stacia 4 vystrely. V kazdej oblasti 2 x 3 musia byt aspoii 2 vystrely,
preto v prvom stipci nesmie byt ziaden vystrel. Potom ale musi byt vystrel v kazdom policku
druhého Stipca, inak by sa do prvych dvoch stfpcov zmestila lod’. Ziadne dalsie vystrely uz na
pldne nemozu byt, ale lod sa tam zmesti, ¢o je spor s tym, Ze 4 vystrely stacia.

n=>5 :Plan 5 x 5 si rozdelime na 4 oblasti 2 x 3, v kazdej musia byt aspoii 2 vystrely, teda
na celom plane aspon 8 vystrelov.

Dalej budeme pokracovat matematickou indukciou. Budeme predpokaldat, Ze pre kazdy plan
k x k, kde k < n, potrebujeme aspon |k2/3| vystrelov. Ukdzeme, Ze tento odhad potom plati
aj pre plan n x n.

Ak n =3l , tak plan rozdelime na [? §tvorcov 3 x 3. V kazdom musia byt aspoii 3 vystrely,
teda spolu mame aspon 312 = 912 /3 = n?/3 vystrelov.

Ak n = 3l +1 , tak plan rozdelime ako na obrazku ??. Dostali sme dva Stvorce a dva
obdiiniky rozmerov 4 x (31 — 3). Kazdy z nich si vieme rozdelif na obdiZniky 2 x 3 tvoriace
mriezku 2 x (3] — 3). Preto v jednom takomto obdizniku musi byt aspon 6(I — 1) vystrelov.
Spolu teda dostéavame, Ze vystrelov musi byt aspoi

Riesenim je [n/2]2. Taky pocet vystrelov dosiahneme tak, Ze vystrelime na tie policka (4, ),
kde i a j si obe parne. (Policko (i, j) je policko v i-tom riadku a j-tom stipci; éfslujeme od 1.)
Pre neparne n zmestime na plin pozadovany pocet tetromin S: do kazdého obdlznika 2 x n sa
jednoducho vojde (n —1)/2.

V obdizniku 2 x 4 musia byt aspoii 2 v¥strely. Ak je n delitelné 4, tak odhad ziskame rozdelenim
planu na obdeniky 2x4. Ak je n = 4k+2, tak plan rozdelime na obdiZniky 2 x4 a jeden Stvorec
2 x 2 v lavom dolnom rohu (obr. ??). Obdlznikov 2 tam méame (n? — 4)/8, teda potrebujeme
aspont (n? —4)/4 = n?/4 — 1 vystrelov. AK by tolko vystrelov stacilo, tak v §tvorci 2 x 2 vlavo
dole nesmu byt Ziadne. Potom ale musia byt vystrely vo vietkych 4 polickach, s ktorymi ma
spoloént hranu. Ale to by sa uz v danych obdlznikoch 2 x 4 mohla nachadzat lod, ked'ze st v
nich uz dva vystrely. Preto potrebujeme aspon n?/4 vystrelov, ¢o sme chceli ukazat.
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Najviac mozno vytat 2500 stromov.



6.5. 19. 18 nestac¢i, ak ddme figirky na striedacku a hodime jednotku. Ak pohybom figurky o k
nevieme ni¢ vyhodit, tak kazdej figirke priradime volné policko.
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