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Ukézkova tloha, na ktorej si demonstrujeme zakladné principy

Uloha 1. Basgka a Misko sa hraja hru. Na zaciatku maju kopku n zapaliek. Zacina Baska a striedaju
sa s Miskom v fahoch. V kazdom tahu z nej zoberie hraé

a) 1, 2, 3 alebo 4 zapalky;

b) 1, 3, 4 alebo 7 zapaliek.

Prehréva hrac, ktory nemoze spravit tah (teda sa dostane na tah, ked sa uz minuli zdpalky). Ktory
hra¢ mé vitaznu stratégiu?

Zakladné metody rieSenia 1loh z tedrie hier:

1. Analyza stavov hry odzadu — vyhrévajice a prehravajice (prip. remizové) stavy. Odpozorujeme
vzor, ktoré stavy hry si aké a dokazeme.

2. Symetria: snaZime sa drzaf nepriatela v symetrickej pozicii. To ndm vie zaruéit, Ze vzdy po fahu
nepriatela vieme spravit fah aj my (symetricky). Bud v tejto symetrickej situdcii za¢iname, kedy
nds super touto symetriou porazi; alebo si ju vieme vytvorit prvym tahom.

Ulohy na precvicenie

Demonstrativna tloha na rozbeh

Uloha 2 (KMS 16/17-Z3-4). Gertrida a Pekelnik hraji hru na sachovnici rozmerov n x n. Gertrida
za¢ina, potom sa s Pekelnikom striedaji v fahoch. V kazdom svojom tahu polozi hra¢ na lubovolné
volné policko kamen. Volné policko je také, na ktorom nie je kamen a ktorého (hranou) susedné
poli¢ka obsahuji najviac jeden kamei. Hraé¢, ktory vo svojom fahu neméze polozif kamen, prehrava.
V zavislosti od prirodzeného éisla n urcte, ktory z hracov m4 vifaznu stratégiu.

Uloha 3 (Izrael 1995). Dvaja hraci hraji piskovrky na nekoneénej Stvorcekovej sieti. Vyhrava hrac,
ktory ako prvy umiesti 5 svojich symbolov do riadku alebo stlpca (pozor, nie do uhlopriecky!).

Uloha 4. Dvaja hraci hraju piskovrky na nekonecnej stvoréekovej sieti. Vyhrava hrac, ktory ako prvy
umiesti k svojich symbolov do riadku, stlpca alebo uhlopriecky. Pre ktoré hodnoty k viete urcit, ¢ mé
niektory z hriac¢ov vyhravajicu alebo neprehravajicu stratégiu?

Uloha 5 (Rusko 2019, 10. roénik, 2). Alica a Bob sa hraji hru. Zaéina Alica a nésledne sa s Bobom
striedaji v tahoch. Na zaciatku hry maji velky kus plasteliny. V jednom kole najprv Alica rozdel{ jeden
z kusov plasteliny na tri kusy fubovolnej velkosti a potom Bob spoji dva kusy plasteliny do jedného.
Alica vyhré, pokial sa v niektory moment hry objavi 100 kusov plasteliny s rovnakymi hmotnostami.
Vie Bob zabranit Alici vyhrat?

Uloha 6 (1999 USAMO). Juro a Ondro stroskotali na ostrove a teraz sa pretekaji v tom, kto zavola
skor o pomoc. Na kreslili si do piesku mriezku 1 x 2000 $tvoréekov. Hra¢ vo svojom tahu napise do
Stvoréeka bud’ S, alebo O. Juro zaéina. Vyhrdva hraé, po ktorom tahu bude niekde v mriezke napisané
SOS. Pokial sa zaplni celd mriezka bez toho, aby sa to stalo, hra konéi remizou.



Uloha 7 (KMS 07/08-L1-11). Kruznica, rozdelend na n oblikov bodmi postupne pomenovanymi
1,2,3,...,n, reprezentuje hraciu arénu pre dvoch hracov, ktorf sa striedaji v fahani. V jednom tahu
si hra¢ vyberie dva zatial volné body (také, ktoré este nie st koncom ziadnej tsecky) s rovnakou
paritou a spoji ich useckou. Moéze ale spojit iba také body, aby novovzniknutéd tsecka nepretinala
ziadnu z predchadzajucich tseciek. Prehra ten hraé¢, ktory uz nemoze spravit fah. Ak obaja hraci
pouzivaji optimalnu stratégiu, ktory z nich vyhra?

Ijlohy kus na iné kopyto

Nasledujice ulohy, roznych obtiaznosti, nie su tplne to, ¢o by ste od tedrii hier ¢akali. No napriek
tomu je uzitoéné aj o takychto vediet.

Uloha 8 (KMS 11/12-73-7). Petrzlena s CéDeckom uZ prestalo bavif hraf piskvorky. Preto CéDecko
vymyslel novi kartovi hru. V tejto hre je 2n kariet polozenych na stole v rade za sebou. Na kazdej
karte je zhora napisané prirodzené ¢islo. Jeden tah spoc¢iva v tom, Ze si hrd¢ na tahu zoberie kartu
z kraja radu. Prvy tahd CéDecko a d'alej sa s Petrzlenom striedaji. Hra skonéi, ked sa mint vsetky
karty na stole. Skére hrica je stucet ¢isel na kartéch, ktoré si potiahol. Dokédzte, ze CéDecko moze mat
vzdy aspon také skére ako Petrzlen.

Uloha 9 (PraSe, Serial Teorie Her, Hra 10). Dvaja hraci zacinaju s ¢islom 2 a striedaji sa v tahoch.
Hr4é na fahu pripoéita k aktudlnemu éislu niektorého kladného vlastného delitela. Hra¢, ktory ako
prvy prekroci ¢islo 4247, prehral. Ktory z hracov mé vitaznu stratégiu? A ¢o v pripade, Ze hrac, ¢o
prekroci 4247 vyhra?

Uloha 10 (KMS 10/11-Z3-5). Na tabuli je narysovanych 5 kruznic, 7 Stvorcov a 9 trojuholnikov,
pricom ziadne dva z tychto titvarov nemajui spoloény bod. Marek a Palo sa hraji hru, v ktorej striedavo
robia tahy. Urobif fah znamend zotriet lubovolné dva obrazce a nahradit ich jednym novym. Novy
dtvar sa na tabulu nakresli tak, aby so Ziadnym inym tdtvarom na tabuli nemal spoloény bod. V
jednom tahu moZno nahradit

e dve kruznice kruznicou, e dva Stvorce trojuholnikom,
e dva trojuholniky Stvorcom, e kruznicu a Stvorec Stvorcom,
e kruznicu a trojuholnik trojuholnikom, e Stvorec a trojuholnik kruznicou.

Palo vyhrd, ak vysledkom bude §tvorec. Marek vyhré, ak na tabuli zostane trojuholnik. Ukazte, pre
ktorého hrica existuje vifazna stratégia, ak hru zac¢ina Marek. Popiste tito stratégiu.

Ulohy na precvicenie

Uloha 11 (MOG65-A-I-4). Nela s Janou zvolia prirodzené ¢islo k a nasledne hraji hru s tabulkou
majicou rozmery 9 x 9. Zac¢inajiica Nela vidy vo svojom tahu vyberie jedno prazdne policko a vpise
dontho nulu. Jana vo svojom fahu do nejakého prazdneho policka napise jednotku. Navyse po kazdom
tahu Nely nasleduje & fahov Jany.

Ak sa kedykolvek pocas hry stane, ze sticet éfsel v kazdom riadku aj v kazdom stipci je neparny, vyhra
Jana. Ak dievéatd vyplnia celtd tabulku bez toho, aby sa tak stalo, vyhra Nela.

N3gjdite najmensiu hodnotu k, pre ktori ma Jana vyhrdvajicu stratégiu.



Uloha 12 (Rusko 2017, 10. ro¢nik, 3). There are 3 heaps with 100,101,102 stones. Ilya and Kostya
play next game. Every step they take one stone from some heap, but not from same, that was on
previous step. They make his steps in turn, Ilya make first step. Player loses if can not make step.
Who has winning strategy?

Uloha 13. Domorodci Bruchopasnik a Papluh nasli n > 1 kusov jedla. Aby si ho rozdelili, hraji s
nimi nasledovnu hru.

Bruchopasnik a Papluh si napisu do piesku vSetky delitele ¢isla n. Hru za¢ina Bruchopasnik a nasledne
sa hraci striedaji v tahoch. Hra¢ v jednom svojom fahu zmaZe z piesku Iubovolné éfslo a spolu s nim
vSetky jeho nasobky. Hra¢, ktory zmaze jednotku, prehrava. V zavislosti od celého ¢isla n > 1 urcte,
ktory z hrad¢ov m4 vitaznu stratégiu

Uloha 14 (KMS20/21-3Z-8). Na stole je viac ako n? misiek, kde n je kladné celé ¢&islo. Kubko sa s
Jétarém rozhodol zahrat si hru o to, kto vychlipe posledni misku so §tavnatou rybou. Ako prvy bude
chlipat Kubko a nasledne sa s J6tarém striedaji v tahoch. Hra¢ na tahu musi vychlipat m misiek,
pricom m spiﬁa jednu z nasledujicich podmienok:

e m=1,
e 1 <m < n a zarovein m je prvocislo,

e m je nasobkom c¢isla n.

Vyhrdva ten, kto vychlipe $pecidlnu poslednii misku so stavnatou rybou. Kto mé vitaznu stratégiu?

Uloha 15 (KMS 07/08-Z1-10). Rasto mé na zéhrade este stale vyryti Sachovnicu s 2007 x 2007
polickami. So sestrou Slavkou si povedali, ze si zmeraju sily. Presne v strede Ssachovnice sa nachadza
obrovsky kameii, ktory najprv Rasfo posunie o jedno poli¢ko (rovnobeZne so stranami Sachovnice).
Slavka ho potom bude musiet posunif o dve policka, Rasto o §tyri policka, Sldvka o osem policok
— v k-tom tahu ho vzdy budid musief posunif o 2¥~! policok. Ten, kto je na tahu, prehréva, ak uz
nemoze posunit kamen. Néjdite vitaznu stratégiu pre Sldvku alebo pre Rasta.

Uloha 16 (KMS 11/12-1.3-10). Kubo a Matis zakopli o prirodzené ¢islo n, a tak sa rozhodli, Ze si
zahrajt hru. V tejto hre budi striedavo pisaf jednu z &islic 0 alebo 1 na rolku toaletédka (nekoneéného).
Kazdy napiSe svoju éislicu hned’ za poslednt stiperovu. Prehrava hra¢, ktory napiSe éislicu, po ktorej
sa na toalefaku objavia dve rovnaké n-tice za sebou idtcich éislic. Ukézte, Ze:

a) Hra vzdy skonéi.

b) Ak za¢ina Kubo a n je neparne, tak Matus dokdze vyhrat, aj keby Kubo hral najlepsie ako
dokaze.

Uloha 17 (KMS 11/12-Z1-10). Petrzlena uz prestalo bavif hraf oby¢ajné piskvorky s CéDeckom.
Preto si vymyslel int hru, podobnt piskvorkam. Hra sa na nekoneénom §tvoréekovom papieri. Petrzlen
zaCina a oznaci nejaké neoznacéené policko krizikom, potom CéDecko oznaci nejaké neoznacené policko
krizkom a takto sa d’alej striedajui. Vyhrdva hrac, ktorého znak vyplni Stvorec 2 x 2. Dokéze Petrzlen
vo svojej hre vzdy vyhrat?

Uloha 18 (KMS 08/09-Z3-14). Ondro a Fera¢ maji nekoneént sachovnicu a hravaji na nej nasle-
dovnu hru. Kazdy hréc¢ ovldda jedného kona, Ondrejov zacéina na policku (0,0), Feracov na (X,Y).
Hraci sa striedaji v fahoch, prvy tahd Ferdc. V jednom fahu je dovolené spravit Iubovolny (nenu-
lovy) po¢et normdlnych sachovych krokov pre konia, vietky vSak musia byt presne v tom istom smere a
vzédjomné euklidovskd vzdialenost medzi oboma konmi sa musi kazdym krokom zmensit. Hra¢ prehra
vtedy, ked nemoze spravif ziadny krok. Predpokladajte, Ze obaja hrac¢i hraju optimélne. Kto vyhra?



Uloha 19 (IMO 2015 Shortlist, C4). Let n be a positive integer. Two players A and B play a game
in which they take turns choosing positive integers k < n. The rules of the game are:

(i) A player cannot choose a number that has been chosen by either player on any previous turn.

(ii) A player cannot choose a number consecutive to any of those the player has already chosen on
any previous turn.

(iii) The game is a draw if all numbers have been chosen; otherwise the player who cannot choose a
number anymore loses the game.

The player A takes the first turn. Determine the outcome of the game, assuming that both players
use optimal strategies.

Uloha 20 (IMO Shortlist 2014 C8). Domco a Miso hraji hru. Na stole je rozprestrenych 1024 kariet.
Na kazdej karte je nejaké mnozina cifier desiatkovej sustavy tak, ze ziadne dve karty nemaju rovnaku
mnozinu (teda jedna karta je prdzdna). Najprv hréci striedavo berd po jednej karte zo stola, Doméo
zatina. Potom kazdy hra¢ zahodi prave jednu svoju kartu. Pokial jednému hracovi ostant také karty,
7e kazd4 cifra sa nachddza na parnom pocte jeho kariet, tak ten hra¢ vyhrdva. Pokial sa to vSak stane
obom hra¢om, tak je remiza. Dokazte, Ze prvy hra¢ mé vitazni stratégiu. Ktori kartu moze zobrat
ako prvu?

Napovedy k rieseniam

2.  Pre parne n vyhrava Pekelnik — sta¢i mu hrat stredov symetricky ako Gertrida. Pre neparne n
vyhra Gertrida. Ako by vedela svojim prvym fahom vyrobit symetricki poziciu?

7. o Uloha sa d4 lahko skuSanfm vyriesif pre n zhruba do 10. Pritom sa d4 odpozorovat, ako asi
bude vyzeraf vysledok. TieZ by ste si mohli viimnut, Ze pre istd skupinu n-iek ma prvy hraé
vitaznu stretégiu.

e Pre n = 4k vyhra prvy hra¢ — spoji dva protilahlé body a hra symetricky na druhej polovici
ako super. V8imnite si, ¢o potrebujete na takito symetrickii hru a skiste podobné stratégie
néjst aj v d'alsich pripadoch. Pamiitajte, Ze vase tivahy by mali pokryt aj pozicie, kde nie st
body zafarbené striedavo.

e Pre n = 4k + 3 to vyzerd, Ze prvy m4 vitazni stratégiu. Peknym vitaznym fahom vyzera
spojenie 2k + 1 a 2k + 3. Skuste si v§imnut, akd vlastnost md konfugurdcia, ktort teraz
dostaneme. Vyuzite pri tom stredovii stimernost.

e UvaZujte dva Specidlne pripady, ¢o sa moze stat po zobrazeni kruhu s parnym poétom bodov
(rozmiestnenych rovnomerne) v stredovej simernosti. Co ak sa kruh zobrazi na seba? Co ak
sa tym vymenia farby vsetkych bodov?

e Ukazte, ze v prvom pripade mame vyhravajicu poziciu a v druhom prehravajicu.
8. e Vedel by si CéDecko nejako zarucit, aké ¢isla si vlastne zoberie?

e Ano vedel. Vhodne si rozdelte éisla na dve polovice, aby CéDecko vel zobrat taku, ktorej sticet
nie je mensi ako druhe;j.

e Ofarbite si karty striedavo bielou a ¢iernou farbou a hrajte za CéDecka tak, aby nutil Petrzlena
braf len td horsiu farbu.



10.

15.

16.

17.

18.

Zacnite si kreslit schému hry, zo zaciatku. Je ¢islo 6 vyhrdvajice ¢i prehréavajice?

To nevieme (teda ak sa moc nenudime a nerozoberieme to celé :)). No prvy hraé¢ vie v oboch
pripadoch tomu prisposobit stratégiu. Tym paddom vyhrdva v oboch variantoch hry.

T4to hra m4 zaujimavi vlastnost — vzdy v nej vyhrd Palo, bez ohladu na to, ako obaja hrici
hraji. To mozno dokdzat nidjdenim vhodného invariantu.

Skimajte rozdiel po¢tu stvorcov a poctu trojuholnikov na tabuli. Ukézte, Zze jeho zvySok
po delen{ tromi sa nemeni. Teda na konci musi byt tento rozdiel 1, teda rovnaky ako je na
zaciatku.

Analyzujte od konca hry, ktoré pozicie st v poslednych £ahoch vifazné a ktoré prehravajice.

Rasto vie svoj tah o 28 = 256 policok spravit vzdy tak, aby umiestnil Sldvku do prehrévajicej
pozicie.

Ako by asi mohol Kubo hrat? Priamy ndpad, ¢o sa tu pontka je symetria, tak ju sktste.

Naozaj zafunguje, ked Kubo pise vidy opacné ¢islo ako Matus. Predpokladajte, Ze Kubko
nejakym tahom napiSe n-ticu, ktord sa uz raz vyskytla. Pozrite sa na tieto dva vyskyty,
rozoberte, kto musel napisat ktory znak, ktoré znaky musia byt rovnaké a ukézte ze nejaka
n-tica sa musela zopakovat uz po Mattsovom poslednom tahu.

Nedokaze. N4jdite sposob, ako md CéDecko odpovedat na Petrzlenove fahy.

Vhodne si podvojicujte policka. CéDecko da kruzok vzdy do druhého policka vo dvojici. Takto
doshaneme, Ze kazda dvojica bude mat jeden krizok. Sta&i teda zarucit, ze kazdy Stvorec
obsahuje aspon jednu takito dvojicu.

Cim je uréend herna pozicia? Iba vzdialenostou dvoch koni. Preto mézeme hru zjednodusit
tak, Ze obaja hrac¢i hybu tym istym konom.

Ked'ze herna pozicie je uréend len poziciou kona, s ktorym sa hrd, mozno kazdému policku
priradit, & je vyhrdvajice alebo prehravajiice — pod'te na to a vsimajte si veci.



