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Optimaliza¢né tlohy
Optimaliza¢né dlohy v Matematickej olympidde vedia byt niekedy zakerné. To si nédzorne ukdZeme na nasle-

dujucej tlohe, na ktorej si aj vysvetlime, ¢o takd optimaliza¢na tloha je.

Skiste si vyriesit nasledovné tlohy samostatne.
Uloha 1. Kolko najviac obdlznikovych dlazdic 1 x 4 mozno bez prekryvania umiestnit do stvorca 7 x 77

Uloha 2. Kolko najviac dlazdic 1 x4 mo7no bez prekryvania umiestnit do stvoréekovej siete ako na obrazku?

Teraz uvedieme niekolko rieseni tlohy [I} Zhodnotte, nakol'ko st spravne.

Obdlznik 7 x 7 mé plochu 49 a obdlznik 1 x 4 ma plochu 4. Vieme teda zmestit 49/4 = 12,25 dlazdice.
Kedze viak nemozeme obdlzniky rezat, tak vysledok zaokrthlime nadol. Najviac vieme umiestnit 12
obdlznikov.

Zaénime obdlZniky umiestiiovat vodorovne jeden pod druhy z lavého horného rohu. Takto umiestnime
7 obdiznikov a ostane nam vedla obdlznik 7 x 3. Doitho vieme egte umiestnit 3 dlazdice zvislo (pozri
obrazok). Ostane nam $tvorec 3 x 3, do ktorého uz nevieme umiestnit dalsiu dlazdicu. Najviac vieme
umiestnit 10 dlazdic.

Za¢nime obdlzniky umiestiiovat vodorovne jeden pod druhy z lavého horného rohu. Ak umiestnime 7
obdlznikov, tak nam ostane vedla obdlznik 7 x 3. Dontho vieme edte umiestnit len 3 dlazdice zvislo
(pozri obréazok). Celkovo umiestnime 10 dlazdic. Skusme, ¢i sa neoplati zac¢at s umiestnenim mensieho
poc¢tu dlazdic. Aby sme optiméalne vyuzili aj zvislé dlazdice, tak z Tavého horného rohu umiestnime len
3 vodorovné dlazdice. Potom nam ostane priestor s vyskou 4, do ktorého vieme umiestiiovat dlazdice
zvislo. Podme ich teda znovu umiestiiovat. Opéat ich v8ak pouZijeme len 3, aby sme mohli tento postup
opakovat. Takto v §tyroch krokoch umiestnime po 3 dlazdice, teda celkovo 12 dlazdic. Oplatilo sa teda
striedat orientécie dlazdic po troch, aby sme optimélne vyuzili priestor a ostal nadm len Stvorec 1 x 1.

Uvideli ste niekde vaSe rieSenie? Ak ano, tak vas sklameme, lebo Ziadne z nich nebolo uplné. Podme si ich
postupne rozobrat.

Najjednoduchsie vidno, Ze rieSenie 2 je nespréavne. V rieSeni 3 totiz vidime, Ze sa da umiestnit az 12 dlazdic,
preto 10 nemoze byt najviac. RieSenie 1 vyzerd ,najviac matematicky®, lebo k vysledku prislo vypoctom a
nie nejakymi ,,divnymi slovnymi postupmi®. Ako vSak vieme, Ze takyto vypocet by mal viest k spravnemu
rieSeniu? To vo vSeobecnosti nie je pravda, ako mozeme vidiet na tlohe [2 Tam mame 13 policok, ¢ize
vypoc¢tom by sme dostali 13/4, ¢o st po zaokrihleni nadol 3 dlazdice. AvSak ani dve dlazdice sa nam do
atvaru nezmestia.

RieSenie 3 vyzera slubne, no vo svojej podstate je totiz pisané rovnako ako rieSenie 2: skusili sme nejako
umiestnit dlazdice a dospeli sme k nejakému poctu. Ako vieme, Ze neexistuje nejaky iny sposob umiestiiovania



dlazdic, ktorym by sme ich umiestnili az 137 Toto v rieSeni nie je spomenuté. Odpoved na tuto otazku je
v8ak jednoduché — je to vypocet z rieSenia 1. Po jeho doplneni uz dostaneme tplné rieSenie.

Aby sme sa uistili o uplnosti nasho zdévodnhovania, je dobré sa pytat otézku: ,,éo nam tato cast vravi
o vysledku tulohy?“ Vysledkom tejto tlohy je jedno prirodzené éislo. Co nam o vysledku vravi vypocet
49/4 = 12,257 Moze byt vysledkom 15 dlazdic? Nie, lebo tolko sa tam nezmesti. Moze byt vysledkom 97
Preco nie? Pokojne méze, to sme zatial nevyvratili. Touto iivahou o obsahoch sme zdovodnili, Ze vysledok
nemoze byt vacsi ako 12, musi teda byt niektorym z ¢isel 0,1,2,...,11,12. Tomuto hovorime, Ze sme ziskali
horny odhad.

Co ukazuje o vysledku ukazanie rozmiestenia 12 dlazdic? Moéze byt vysledok 107 NemdZe, lebo vieme umiest-
nit viac dlazdic. Ukazuje nam teda, Ze vysledok musi byt aspon 12, teda Ze sa nachadza medzi ¢islami
12,13, 14, ... Ziskali sme teda dolng odhad. Zamyslime sa nad tym, ze ako zdévodnime, Ze 12 dlazdic mozno
umiestnit bez prekryvania? K tomu nam stac¢i nakreslit len obrazok (samozrejme, ako to zvladame — napr.
Stvorec so stranou milién alebo n by sme asi nezvladli nakreslit). Nemusime teda opisovat, ako sme dlazdice
umiestnili a uz vobec nie slepé cesty. Spojenim tychto dvoch tivah dostaneme, Ze vysledok musi byt 12, lebo
zvy$né hodnoty sme vylaéili.

To, ¢o sme tu videli, plati o rieSeni kazdej optimaliza¢nej tlohy. Jej rieSenie by sa malo skladat z dvoch Casti

Struktara rieseni optimalizacnych aloh

Ak méame v tulohe najst najvicsie ¢islo k, pre ktoré plati ..., tak idedlne rieSenie vyzera nasledovne:
UkaZzeme, 7Ze hladané najvicsie ¢islo je m:
1. Ukazme, Ze hladané ¢&islo je asponn m . ..

2. Ukadzme, ze hladané ¢islo nemoze byt vacsie ako m . ..
|\ J

Ak méame hladat najmensgie ¢islo, tak je Struktira analogicka. Teraz uvedieme struéné, vzorové rieSenie tlohy
na ktorom demonstrujeme tato Struktaru.

Riesenie alohy

Ukézeme, Ze najviac mozno umiestnit 12 dlazdic.

Na obréazku vidime rozmiestnenie 12 neprekryvajucich sa dlazdic, ¢ize 12 dlazdic umiestnit vieme.
Jedna dlazdica m4 obsah 4 a cely tvorec méa obsah 7-7 = 49. Ak by sme umiestnili 13 alebo viac dlazdic,
tak stucet ich obsahov by bol aspon 13 -4 = 52, ¢o je viac ako obsah celého S$tvorca — spor. Preto viac
ako 12 dlazdic umiestnit nevieme.

Uloha 3. Ako sa zmeni rieSenie tlohy |1} ak uvazujeme &tvorcekovi siet 7 x 7 policok a dlazdice mozeme
umiestiiovat len tak, aby zakryli Styri celé policka?

Riesenie
Riegenie by bolo rovnaké. Avsak neplati to uplne o kazdom. Ak by sme argumentovali tym, ze kazda
dlazdica zakryva 4 poli¢ka, tak toto tvrdenie by uz neplatilo pri krivo umiestnenej dlazdici (resp. by
bolo nejasné, ¢o znamena zakryvat policko — myslime tplne zakryté, ¢iasto¢ne alebo v sucte ¢o sa tyka
obsahov).

Uloha 4. Kolko najviac obdlznikov 1 x 4 mozno bez prekryvania umiestnit do stvorcekovej siete rozmerov
10 x 10?7 Obdlzniky musime pokladat tak, aby zakryli styri celé policka siete.

Uloha 5. Zhodnotte spravnost nasledovnych rieseni predoslej tlohy, ktoré st uvedené na d'alsej strane. Ktoré
ivahy a zavery z nich s spravne a ktoré nespravne?

Uloha 6. Mame nickol'ko kladnych celych ¢isel, nie nutne réznych. Vieme, Ze ich mozno rozlozit na 3 skupiny
s rovnakym suc¢tom a aj na 4 skupiny s rovnakym stactom.



a) Aky najmensi stc¢et mozu mat tieto ¢isla?
b) Aky je najmensi pocet ¢isel s takouto vlastnostou.

Uloha 7. Uréte a) najvidcsi, b) najmensi pocet prvkov zjednotenia AUBUCUDUE, kde A, B, C, D, E
st 5-prvkové mnoziny také, 7e ANB=BNC=CND=DNE=ENA=.

Uloha 8. Uréte najmensiu mozni hodnotu vyrazu

a? + b2
2ab "’

kde a, b st kladné realne ¢isla.

Uloha 9. Tabulka 3 x 3 je vyplnenéa navzajom réznymi kladnymi celymi ¢islami tak, ze v kazdom riadku
aj stlpci je sacet krajnych &sel rovny &islu napisanému medzi nimi. Zistite, aké najmensie ¢islo moze byt
napisané uprostred tabulky.



Zadanie. Kol'ko najviac obdlznikov 1 x 4 mozno bez prekryvania umiestnit do stvorcekovej siete rozmerov
10 x 10? Obdlzniky musime pokladaf tak, aby zakryli &tyri celé policka siete.

1. Kazdy obdlznik 1 x 4 zakryva presne 4 policka, spolu je na doske 10 - 10 = 100 poli¢ok. Preto najviac
obdlznikov je
100 _

25.
4

2. Zafarbime si policka §tvorca Sachovnicovo Gernou a bielou farbou. Kazdy obdlznik 1 x 4 zakryva dve
biele policka a dve Gerne. Obdlzniky vieme rozdelit na dve skupiny podla toho, & ich Tavy horny
roh je &erny alebo biely. V oboch tychto skupinach musi byt rovnako vel'a obdlznikov, preto celkovy
pocet obdlznikov je parny. Cely §tvorec obsahuje 100 policok a kazdy obdlznik pokryje 4 policka. Preto
nevieme umiestnit viac ako 100/4 = 25 obdlZnikov. Aviak 25 je neparne ¢islo, takze nevieme umiestnit
ani tolko. Spravna odpoved je tak 24, ¢o dosiahneme ako na obrazku vlavo.

3. Zac¢neme umiestiiovat obdlzniky od rohu &tvorca. Bez ujmy na vieobecnosti, prvy obdlznik umiestnime
vodorovne. Aby sme vyuzili priestor ¢o najlepsie, a teda umiestnili ¢o najviac obdlznikov, tak budeme
nam obdlznik rozmerov 10 x 6. Aby sme o najefektivnejsie pokryli stranu dizky 6, tak aj k nej
umiestnime obdlzniky zvislo, aby nam neostalo miesto. Ostane nam obdlznik 6 x 6, pre ktory tato
tvahu opakujeme. Tatko ulozime 24 obdlznikov a ostentt nam 4 policka vpravo dole tvoriace &tvorec
2 x 2.

4. Matematickou indukciou dokéZeme, Ze pre kazdé celé n > 0 plati, Ze Stvorec (4n+2) x (4n+2) nemozno
cely pokryt obdlznikmi 1 x 4.

e Béza n = 0: Stvorec 2 x 2 nemozno pokryt, lebo je moc maly, aby sa doftho zmestil obdlznik 1 x 4.

e Indukény krok pre n > 1: Predpokladajme, Ze Stvorec (4n — 2) x (4n — 2) nemozno pokryt (IP).
Ukéazeme, Ze potom nemozno pokryt ani $tvorec (4n + 2) x (4n + 2). Tento $tvorec si rozdelime
na Stvorec rozmerov (4n — 2) x (4n — 2) vlavo hore, pod nim a vpravo od neho ndm ostana
dva obdlzniky 4 x (4n — 2) a vpravo dole nam ostane Stvorec 4 x 4. Stvorec 4 x 4 vieme pokryt
obdlznikmi (1 x 4) a rovnako aj obdlzniky 4 x (4n — 2) (jednoducho ukladame obdlzniky 1 x 4
do radu za sebou). Av8ak stvorec (4n + 2) x (4n + 2) z indukéného predpokladu nevieme pokryt.
Preto nevieme pokryt ani vacsi Stvorec (4n + 2) x (4n + 2).

7 dokazu indukciou vyplyva, ze do §tvorca 10 x 10 nevieme umiestnit 25 obdlznikov. Kedze 24 umiestnit
vieme (obrazok vlavo), tak najviacsi mozny pocet je 24.

5. Zafarbime si niektoré policka Sedou ako na obréazku vpravo. Kazdy obdlznik 1 x 4 pokryje prave jedno
Sedé policko. Preto vieme najviac umiestnit 25 obdlznikov.



