Kombinatorika
Jozef Rajnik, Pripravné sustredenie pred IMO a MEMO, 23. — 30. 6. 2023

Ulohy st oznacené znackami:

QO odportacana tloha na rieSenie, planujem z nej ukazovat vzorak.
(1) uloha, ktord sa oplati poznat — ak ju nepoznate, odporuc¢am si niekedy preriesit

(7) uloha, kde si uz tplne nepamétam riesenie.

1 Invarianty, ofarbovanie a podobné

Vo viacerych tlohdch budeme dlazdit nejaké utvary. Pod dlazdenim myslime uloZenie pripustnych
dlazdic bez prekryvania, pricom hranice dlazdic pokladame na hranice Stvorcekov Stvorcekovej sieti.
Ak nie je Specifikované inak, tak dlazdice mozeme otacat a preklapat.

Priklad 1 (Folklor). Spomedzi tetromin I, L, O, S, T najdite také, ktorymi mozno vydlazdit cela
Sachovnicu rozmerov 10 x 10.

Priklad 2. Mame Stvorcekovi siet m x n poli¢ok a na kazdom z nich zhasnutt lampu. V jednom tahu
vieme vybrat k lamp v obdlzniku 1 x k a kazdej zmenit jej stav zo zhasnutej na vypnutt a naopak. V
zavislosti od k uréte m, n, pre ktoré vieme po koneénom pocte operacii zazat v8etky lampy.

Uloha 1. (Q) Tabulku (2n — 1) x (2n — 1) Stvoréekov vydlazdime dlazdicami troch typov: triomina

L, tetromina S tetromind O (moZeme ich otacat a preklapat). Dokazte, Ze sme pouzili aspon 4n — 1
triomin L.

Uloha 2 (OIM shortlist 2009, [I] Problem 3.4). (U) Na kazdom policku mriezky 8 x 8 poli¢ok sa
nachadza zhasnuté lampa. V jednom tahu si zvolime ubovolna lampu, Tubovolny (vodorovny alebo
zvisly) smer a prepneme zvolent lampu spolu so susednymi lampami vo zvolenom smere. Po nejakom
pocte tahov ndm ostane svietit préave jedna lampa. Najdite vSetky policka, na ktorych sa moéze tato
lampa nachadzat.

Uloha 3 (KMS 2003/04-11-10). (©) Feldo nasiel na povale start achovt figirku — delfina a spomenul
si na vekmi zabudnuty kaprov problém. Delfin sa méze hybat o 1 policko doprava, o 1 policko hore
alebo o 1 policko po diagonale dolava dole. Na zaciatku stoji delfin v lavom dolnom rohu Sachovnice
8 x 8. D& sa s nim prejst cela Sachovnica tak, aby na kaZdom poli¢ku stal prave raz?

Uloha 4 (KMS 17/18-3Z-9). Linoleum na podlahe jedalne tvorf tvoréekovi mriezku m x n gtvoréekov.
V kazdom Stvorceku sa nachadza jeden stol. Osvetlenie jedalne zabezpecuji lampy, ktoré sa nachadzaju
v niektorych mrezovych bodoch mriezky (vratane tych na obvode, vietkych mrezovych bodov je teda
(m+1)(n + 1)). Kazda lampa osvetluje stoly na tych Stvoréekoch, v ktorych rohoch sa nachédza. V
zéavislosti od prirodzenych ¢isel m, n najdite najmensi pocet lamp potrebny na to, aby kazdy stol bol
osvetleny aspont dvomi lampami.



Uloha 5 (65MO-A-111-6). (¥) Na niektoré policko Sachovnice 6 x 6 postavime figirku kralovica.
T4 moze v jednom tahu poskocit bud v zvislom, alebo vo vodorovnom smere. Dizka tohto skoku je
striedavo jedno a dve policka, pricom skokom dlzky jedna (t. j. na susedné policko) figiirka zacina.
Rozhodnite, ¢i sa da zvolit vychodiskova pozicia figirky tak, aby po vhodnej postupnosti 35 skokov
navstivila kazdé policko Sachovnice préve raz.

Uloha 6 (IMO SL 2014 C4). (Q) Construct a tetromino by attaching two 2 x 1 dominoes along their
longer sides such that the midpoint of the longer side of one domino is a corner of the other domino.
This construction yields two kinds of tetrominoes with opposite orientations. Let us call them S- and
Z-tetrominoes, respectively. Assume that a lattice polygon P can be tiled with S-tetrominoes. Prove
that no matter how we tile P using only S- and Z-tetrominoes, we always use an even number of
Z-tetrominoes.

S-tetrominoes Z-tetrominoes

Uloha 7 (IMO SL 2002 C2). For n an odd positive integer, the unit squares of an n x n chessboard are
coloured alternately black and white, with the four corners coloured black. A tromino is an L-shape
formed by three connected unit squares. For which values of n is it possible to cover all the black
squares with non-overlapping trominos? When it is possible, what is the minimum number of trominos
needed?

Uloha 8 (KMS 14/15-72-9). Hopko si z Ameriky objednal Sachovnicu s rozmermi 7 x 7 a zagal ju
dlazdit, hned ako ju dostal. K dispozicii mal dva typy dlazdi¢iek: S-ko zloZené zo $tyroch dlazdiciek
a L-ko zloZené z troch dlazdiciek. Dokazte, Ze ak chce Hopko takymito dlazdickami kompletne vydlazdit
celt Sachovnicu (bez prekryvov a bez kuskov vyénievajicich zo Sachovnice), tak musi pouzit préave jednu
S-kovi dlazdicku.

Uloha 9 (APMO 2007). Na kazdom policku tabulky 5 x 5 je zhasnuta lampa. V jedom kroku si
mozeme vybrat lampu a vybrant lampu spolu so vSetkymi lampami na susednych polickach prepnut.
Po niekolkych krokoch nam ostala svietit jedna lampa. Najdite vSetky policka, na ktorych to mohlo
byt.

Uloha 10 (IMO 1986). (¥) Vo vrcholoch pétuholnika st umiestnené celé Gisla tak, ze sucet vietkych
piatich é&isel je kladny. Ak méme tri po sebe idice vrcholy hodnoty v poradi x,y, z, pricom y < 0, tak
ich mozno nahradit hodnotami v poradi z + y, —y, 2 + y. Toto opakujeme, kym medzi nimi existuje
aspoil jedno zaporné &islo. Zistite, ¢i tento postup musi skoncit po konecne vel'a krokoch.

Uloha 11 (IMO SL 2009 C6). (V) On a 999 x 999 board a limp rook can move in the following way:
From any square it can move to any of its adjacent squares, i.e. a square having a common side with it,
and every move must be a turn, i.e. the directions of any two consecutive moves must be perpendicular.
A non-intersecting route of the limp rook consists of a sequence of pairwise different squares that the
limp rook can visit in that order by an admissible sequence of moves. Such a non-intersecting route is
called cyclic, if the limp rook can, after reaching the last square of the route, move directly to the first
square of the route and start over. How many squares does the longest possible cyclic, non-intersecting
route of a limp rook visit?

Uloha 12 (KMS 11/12-Z1-10). Petrzlena uz prestalo bavit hrat obycajné piskvorky s CéDeckom.
Preto si vymyslel int hru, podobnu piskvorkdm. Hra sa na nekoneénom Stvorcéekovom papieri. Petrzlen
zaCina a oznaci nejaké neoznacené policko krizikom, potom CéDecko oznaci nejaké neoznacené policko
kruzkom a takto sa d'alej striedaja. Vyhrava hra¢, ktorého znak vyplni Stvorec 2 x 2. Dokéaze Petrzlen
vo svojej hre vzdy vyhrat?



Uloha 13 (KMS 11/12-L3-11). () Na 3achovnici 8 x 8 nazyvame dve policka dotgkajiice sa, ak spolu
susedia stranou alebo rohom. Uréte, ¢i dokaZe Sachovy kral prejst celi Sachovnicu tak, Ze zaéina na
nejakom policku, a po¢nic od druhého tahu sa vZdy pohne na policko dotykajice sa s parnym poctom
uz navstivenych policok.

Uloha 14. (?) Na z oboch stran nekone¢nom rade policok je rozmiestnenych koneéne vela kameiiov.
Ak sa na nejakom policku nachadzaja asponn dva kamene, mozeme z tohto policka zobrat dva kamene
a polozit po jednom z nich na dve susedné policka. Existuje poc¢iato¢né rozmiestnenie kamenov také,
Ze po nenulovom kone¢nom pocte spomenutych tahov je mozné dostat pociatoc¢né rozlozenie?

Uloha 15 (Stanford Putnam training 2007). () Majme tabulku n x n, na ktorej je n — 1 &ernych
poli¢ok (zvysné su biele). V jednom kroku si vieme vybrat biele policko, ktoré susedi hranou s aspon
dvomi ¢lernymi, a zafarbit ho nacierno. DokéZte, Ze opakovanim takychto krokov nevieme zafarbit
vSetky policka Sachovnice nac¢ierno.

Uloha 16 (KMS15/16-L3-8). (©) Kozzy si do tabulky 10 x 10 napisal &sla 1, 2, ..., 100, pricom
do prvého riadku napisal postupne zlava doprava &isla 1, 2, ..., 10, do druhého zlava doprava ¢isla
11, 12, ..., 20 atd. aZ do posledného riadku napisal zl'ava doprava ¢isla 91, 92 ..., 100. Potom sa zacal
s tabulkou hrat tak, Ze s fiou vykonaval nasledujtce tahy: V jednom tahu si vyberie 3 za sebou idiice
poli¢ka v riadku, v stlpci alebo na diagonale a bud krajné policka znizi o 1 a prostredné policko zvysi
0 2, alebo krajné zvysi o 1 a prostredné znizi o 2. Po kone¢nom pocte tahov sa Kozzymu podarilo
dostat v tabulke znova ¢isla 1, 2, ..., 100. Dokazte, Ze st v pévodnom poradi.

Uloha 17 (IMOSL 2022-C4).

Uloha 18. (!) V tabulke 4 x 4 mozeme presivat Stvoréeky na volné miesto. MoZzeme tak z konfiguracie
nalavo dostat konfiguraciu napravo?
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Uloha 19 (Vyberové ststredenie 2013/14). Sialeny vedec zostrojil armédu robotov. Problém je v tom,
Ze niektoré dvojice robotov sa nenéavidia (nenavist je vzajomna). Vzdy v8ak s robotmi vie urobit jednu
z nasledujicich dvoch operécii:

e Ak nejaky robot nenévidi neparny pocet robotov, vedec ho méze znidit.

e Vedec mdZe zdvojnasobit armadu tak, Ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch robotov R; a Rs.
Pre kazdu dvojicu pévodnych robotov R, @), ktori sa nenavideli, sa budu nenavidiet aj roboti Ry
a 1, aj roboti Ry a Q2. Roboti Ry a Ry sa tiez nenavidia pre kazdého pdvodného robota R. To
su vSetky dvojice robotov, ktoré sa buda nenévidiet po zdvojnasobeni.

Dokazte, Ze vedec vie po kone¢nom pocte operacii dostat arméadu robotov, v ktorej neexistuje dvojica
robotov, ktora sa nenavidi.

Uloha 20 (IMO2004-3). (©) Nazvime hdk ttvar vytvoreny zo Siestich jednotkovych Stvoréekov ako
na obrazku.

Néajdite vSetky pravouholniky m X n, ktoré sa daju vydlazdit hdkmi.



2 Dalsie kombinatorické tlohy

Uloha 21 (Folklor). (¥) Kolko najmenej éisel spomedzi 1,2,...,n musime vybrat, aby sme mali
istotu, Ze niektoré z vybranych ¢isel deli iné z vybranych ¢isel?

Uloha 22 (KMS 10/11-L3-7). Veditici KMS radi klebetia a kazdy z nich pozna niekol'ko klebiet. Kazdi
dvaja vedici poznaju aspon jednu rovnakid klebetu. NavySe Ziadni dvaja nepoznaju presne ta ista
mnozinu klebiet (aj v pripade, ze Kubko pozna len klebetu A a Matko klebety A a B, hovorime,
Ze poznaju iné klebety). Kolko najviac veducich moéze mat KMS, ak vSetci dokopy poznaji prave n
roznych klebiet?

Uloha 23 (KMS 15/16-1Z-7). Zajo si natiera plot, pricom dodrziava nasledujtice pravidla:

e Ziadne dve susedné latky nemaji rovnaki farbu,

e nevieme z plota vybrat styri latky (nie nutne susedné) bez zmeny ich poradia tak, aby boli natreté
v poradi X, Y, X, Y, pre ziadne dve rozne farby X, Y.

Kol'ko najviac latiek méze mat Zajov plot, ak nechce pouzit viac ako n réznych farieb?

Uloha 24 (KMS 11/12-7Z3-7). (V) Petrzlena s CéDeckom uZ prestalo bavit hrat piskvorky. Preto
CéDecko vymyslel novi kartova hru. V tejto hre je 2n kariet polozenych na stole v rade za sebou. Na
kazdej karte je zhora napisané prirodzené ¢islo. Jeden tah spociva v tom, Ze si hra¢ na tahu zoberie
kartu z kraja radu. Prvy taha CéDecko a dalej sa s Petrzlenom striedaja. Hra skonéi, ked sa mint
vSetky karty na stole. Skoére hraca je siicet Cisel na kartach, ktoré si potiahol. Dokézte, ze CéDecko
moze mat vzdy aspon také skore ako Petrzlen.

Uloha 25 (IMO 1972, tloha 1). () Mame 10 dvojcifernych é&isel. Dokézte, Ze z nich vieme vybraf
dve disjunktné mnoziny s rovnakym suc¢tom.

Uloha 26 (IMO SL 2006 C1). (¥) We have n > 2 lamps L1, ..., L,, in a row, each of them being either
on or off. Every second we simultaneously modify the state of each lamp as follows: if the lamp L;
and its neighbours (only one neighbour for ¢ = 1 or ¢ = n, two neighbours for other i) are in the same
state, then L; is switched off; — otherwise, L; is switched on. Initially all the lamps are off except the
leftmost one which is on.

a) Prove that there are infinitely many integers n for which all the lamps will eventually be off.

b) Prove that there are infinitely many integers n for which the lamps will never be all off.

Uloha 27. (1) Pre dané prirodzené ¢&islo n najdite najvacsie ¢islo k také, Ze mozno do kruhu napisat
postupnost nil a jednotiek dizky k taku, ze ziadna n-tica sa tam nevyskytuje dvakrat.

Uloha 28 (IMO 2002, tiloha 1). Nech n je kladné celé &islo a nech T' je mnozina vietkych bodov (z,y)
v rovine, kde x a y s celé nezédporné Cisla a z + y < n. KaZdy bod z mnoZiny T je ofarbeny bud
¢ervenou, alebo modrou farbou. Ak je bod (z,y) ¢erveny, st ¢ervené aj vietky body (2/,y’) € T, pre
ktoré plati ' < x a 3y’ < y. Nech X je pocet sposobov, ako mdZeme vybrat n modrych bodov tak, Ze
vSetky ich xz-ové sturadnice si rozne a nech Y je pocet sposobov, ako moézeme vybrat n modrych bodov
tak, Ze vSetky ich y-ové stiradnice st rézne. Dokazte, ze plati X =Y.

Uloha 29 (PraSe, Serial Teorie Her, Hra 10). (¥!) Dvaja hraci zadinaji s ¢islom 2 a striedaju sa v
tahoch. Hra¢ na tahu pripocita k aktudlnemu ¢islu niektorého kladného vlastného delitela. Hrac, ktory
ako prvy prekrod¢i ¢islo 4247, prehral. Ktory z hra¢ov mé vitaznu stratégiu? A ¢o v pripade, Ze hrag,
¢o prekrod¢i 4247 vyhra?



Uloha 30 (AOPS). Mame 100 na pohlad nerozlisitelnych minci, z ktorych kazda vazi 1, 2 alebo 3
gramy. Je mozné za pomoci 101 vazeni zistit hmotnosti vSetkych minci?

Uloha 31 (KMS 18/19-Z1-9). Kedze Betke je za Kikou smutno, upiekla jej dalsich 20 pernikov s
vahami postupne 10, 20, ..., 200 gramov, ale nevie, ktory pernik kol'ko vazi. Ked prigla na poStu zistila,
7ze moze Kike poslat len dva perniky. Chvalabohu, Vodka je po ruke a je sktseny vazi¢ jedla. Betka
moéze dat Vodkovi Tubovolné dva perniky a Vodka jej povie, ktory je tazsi. Zialbohu, Vodka to nerobi
zadarmo. Zakazdym, ked dava Betka Vodkovi vazit perniky, musi mu dat spolu s nimi treti pernik,
ktory Vodka zje. Vysledok vazenia Vodka povie az po zjedeni pernika. Vie Betka tymto spésobom
zaruene najst dva perniky, ktoré spolu vazia aspon a) 280 b) 300 gramov?

Uloha 32 (KMS 07/08-L1-11). KruZnica, rozdelena na n obltkov bodmi postupne pomenovanymi
1,2,3,...,n, reprezentuje hraciu arénu pre dvoch hracov, ktor{ sa striedaja v tahani. V jednom tahu si
hra¢ vyberie dva zatial volné body (také, ktoré este nie st koncom ziadnej tsecky) s rovnakou paritou
a spoji ich tseckou. Moéze ale spojit iba také body, aby novovzniknuta tsecka nepretinala ziadnu
z predchadzajucich useciek. Prehra ten hrac, ktory uz nemdze spravit tah. Ak obaja hraci pouzivaju
optimélnu stratégiu, ktory z nich vyhra?

Uloha 33 (IMO 2017 Shortlist, C3). (?) Alex hra nasledujtcu hru s 9 polickami ulozenymi v riadku.
Na zaciatku su vSetky policka préazdne. V kazdom svojom tahu méze Alex vykonat prave jednu z
nasledujtcich operacii:

(1) Vyberie si Tubovolné &islo tvaru 27, kde j je nezaporné celé ¢&islo, a umiestni ho do Tubovolného
prazdneho policka.

(2) Vyberie si dve (nie nutne susedné) policka, ktoré obsahuji to isté ¢islo; ozna¢me ho 27. V jednom
poli¢ku toto &islo nahradi ¢slom 2/t a z druhého policka ¢islo vymaze.

Na konci hry obsahuje jedno policko ¢islo 27, kde n je dané kladné celé ¢islo, a zvy$né policka su
prazdne. V zavislosti od n uréte najvacsi mozny pocet tahov, ktoré Alex mohol spravit.

Uloha 34 (Tournament of towns 1985). (?) V Bumbalke je 32 tudentov, ktorf st zoskupeni v 33 taj-
nych matematickych kriazkoch. Kazdy krazok pozostéva z troch studentov a ziadne dva krizky nemaja
rovnaké zlozenie. Dokazte, ze existuju dva krizky, ktoré maju prave jedného spolocného Studenta.

Uloha 35 (KMS 2002/3-L1-11). (!) Nech S je podmnozina 2n mrezovych bodov vo &tvorci n x n
mrezovych bodov. Kazdé dva body (ktoré mézu byt) su spojené vodorovnou alebo zvislou ¢iarou
(rovnobeZnou so stranami obdlZnika). DokaZte, Ze sa tam musi nachadzat uzavreta lomen4 &iara z tych
spojnic.

Uloha 36 (IMO 2009, tloha 6). (?) Nech a1, as, ..., a, st navzajom rozne kladné celé &isla a M
je mnozina n — 1 kladnych celych ¢isel neobsahujtca ¢islo s = a3 + ag + - - - + a,. Lucny konik skice
pozdlz ¢iselnej osi, pricom zaéina v bode 0 a urobi smerom doprava n skokov s dlzkami ay, as, ..., ay
v nejakom poradi. Dokézte, ze poradie skokov sa dé zvolit tak, aby luény konik nepristal na ziadnom
¢isle z mnoziny M.
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Napovedy k rieSeniam

1. Najdite ofarbenie také, ze kazdé O a S zakryja prave jeden Stvorcek a kazdé L zakryje najviac
jeden Stvorcek. Potom len spocitajte

2. °

Existuje jednoduché konstrukcia, ako dostat jednu svietiacu lampu. Na ktorych polickach
ju vieme dostat?

Ak ste nasli spravne, jednu svietiacu lampu vieme dostat na dva tahy. Takto vieme odstat
osamotené lampy na polickach dve policka od nejakého kraja. Vyfarbite si to. Ako viete
toto farbenie vyuZzit?

Vsimnite si, Ze kazdy tah prepina parny pocet nevyfarbenych poli¢ok.

Ofarbite si Sachovnicu tak, aby delfin pri kazdom pohybe menil farbu poli¢ka. Prist na
ofarbenie je jednoduché. Sta¢i postupne farbit podla tejto podmienky.

Spravne ofarbenie vyuziva 3 farby, ale z farby zaciato¢ného poli¢ka mame najmenej poli¢ok
(21).

Néjst konstrukcie by nemusel byt problém. Pre dolny odhad poc¢tu lamp najdite vhodni
mnozinu stolov.

Ako zéklad zvol'te stoly tak, nech kazda lampa osvecuje najviac vybrany jeden stol. Sumujic
cez v8etky vybrané stoly méame dolny odhad. V jednom pripade to v8ak uplne nefunguje.
MoéZete vage tvahy rozsirit a dovolit nejaké lampy osvetlujtce viac stolov.

Opaét si zafarbite Sachovnicu tak, aby kralovi¢ pri svojich tahoch vhodne menil farby.

Pri fahoch o 1 funguje Sachovnicové ofarbenie. Pri tahoch o 2 tieZ vieme ofarbit Sachovnicu
dvomi farbami. Dokonca na Styri nezavislé ¢asti (lebo tahmi dlzky 2 sa kralovi¢ vie hybat
len po Stvrtine Ssachovnice). Skuste tieto farbenia skombinovat.

Mali by ste dospiet k ofarbeniu pomocou 4 farieb (ktoré je aj jedno z najznamejsich). Aké
farby navstivi kralovi¢ v Styroch po sebe idicich tahoch?

Ak sa vam nedari prist do sporu, lebo vam ostali nejaké policka, na ktorych by kralovi¢
zaCinat mohol, tak ste uz len kusok od rieSenia. Stac¢i vlastne spravit to isté, len s trosicku
inym farbenim.

Ofarbite si polygén CGierno-bielo tak, aby kazdé S zakrylo parny pocet ¢iernych policok a
kazdé Z neparny pocet Ciernych.

Také ofarbenie sa da néjst celkom jednoducho: zacnite so $tvorcom 2 x 2 a dalej sa vam
vSetko urdi.

Dostat sa k spravnemu vysledku pri tejto tlohe nie je jednoduché. Odpora¢am vam najprv
dostatocne sa s ulohou pohrat.

Existuje n, pre ktoré vieme zakryt vSetky Cierne policka. Ak ste také eSte nenasli, tak
pohladajte a skuste najst aj dalsie.

Pre ziskanie hornych odhadov sa pozrite na vhodnt podmnozinu ¢iernych poli¢ok a spoci-
tajte pokryvania.



10.

11.

12.

13.

15.

16.

18.

Ofarbite sachovnicu tak tak, aby kazdé S zakryvalo prave jedno ¢ierne policko. Rozmyslite
si potom, ¢i ¢iernych poli¢ok chcete radsej viac alebo menej.

Oznacte si pocet pouzitych S-iek a pocitajte, ako to vychadza s pokrytymi polickami v
jednotlivych farbach.

Opét najdite standardné ofarbenie — také, kde kazdy tah prepina parny pocet vyfarbenych
policok.

Nie zrovna najjednoduchsie néjst konstrukciu pre tie policka, pre ktoré to ide.

N4jdite monovariant, ktory bude klesat. AvSak nemoze klesat neobmedzene, takZze musi
byt nie¢im ohraniCeny. Napr. skuste taky, ktory moze byt iba nezdporny. Mozete skusat
rozne vyrazy.

Zapornych ¢isel sa zbavite, ak budete mat vSetky ¢isla ¢o najviac rovnaké. Skuste hladat
také vyrazy, ktoré maji malé hodnoty pre takmer rovnaké ¢isla.

Aj pri tejto ulohe p6jde o vhodné ofarbenie S8achovnice, len na prvy pohlad nie je jasné,
¢o by to ofarbenie malo sledovat. Skuste sa odvinat od toho, Ze limp rook mé na vyber (s
vynimkou prvého tahu) najviac dve policka na vyber.

Ofarbite si S8achovnicu 4 farbami tak, aby
Nedokéze. Najdite sposob, ako méa CéDecko odpovedat na Petrzlenove tahy.

Vhodne si podvojicujte policka. CéDecko dé kruzok vzdy do druhého policka vo dvojici.
Takto doshaneme, Ze kazda dvojica bude mat jeden kruzok. Staci teda zarudit, ze kazdy
Stvorec obsahuje aspon jednu takato dvojicu.

Pri tejto tlohe nejde o farbiaci invariant. Skiiste sa zamysliet nad nie¢im inym. Zo zadania
si mozete domysliet, Ze to bude mat nieco s paritou, ako naznacuje zadanie.

Kazdé novo navstivené policko susedi s paArnym poc¢tom uz navstivenych polic¢ok. Skiste si
tieto susednosti nejako zaznacit do obrazka.

Susednosti si moézeme predstavit ako dvere medzi susednymi komnatami (polickami), resp.
aj ak hrany grafu. Kazdy tah nam ,miha“ parny pocet tychto susednosti (dveré, hran, ...)

Nakreslite si niekol'ko prikladov krokov. MéZzete sa pozriet aj na také, kde mate uz suvislé
utvary, prip. kde dostavate uz stvorec. Co maju tieto utvary spolo¢né, resp. v ¢om sa lisia
len jednym smerom, Zeby sme tam mohli mat monovariant.

Pozrite sa na obvod atvaru.

Moze vam pomoct nasledovnéd predstava: miesto Cisel si na kazdom policku predstavte
prislusny pocet kamienkov / Zetonov.

Ak pouzivame predstavu cez kamienky / Zetonmi, ¢o sa deje s ich taziskom? Toto sa da
vyjadrit aj trochu inak (mozno aj jednoduchsie matematicky).

Tazisko je invariantné, resp. aj Z}S} ia;, kde a; je €islo na policko, kde bolo na zaciatku 1.
Pociatocna tabulka mé tato hodnotu jedineént. Akym spoésobom minimalizujete taZzisko?
Pri druhom invariante posta¢i permutac¢na nerovnost.

Pri tlohéch o permutéciach (teda postupnost ¢isel 1,2, ..., n v nejakom poradi) sa oplati studovat
tzv. pocet inverzii permutacie. Ide o pocet dvojic prvkov, ktoré st v opacnom poradi.
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19.

20.

21.

Najdite monovariant, ktory bude vyjadrovat, ako blizko ste cielovému stavu. Ukazte, Ze ho
viete znizovat.

Graf nam ,,zvacsuje” druha operacia. Preto ukéazte, ze druhii operédciu vieme vykompenzovat
znizenim monovariantu.

Ako vyzeraju grafy, ktoré vieme vybavit len s 1. operaciou? Ako by potom mohli vyzerat
tie, kde operéciu 2 pouzijeme len raz, ...

Haky sa vzdy daja poparovat, ¢im vytvoria 12-polickové dlaZzdice dvoch typov.
Teda 12 | mn. Najdite konstrukcie, kedy to ide.
Pre vylucenie pripadov najdite vhodné ofarbenie tabulky.

Vsimnite si, ze celkom pekne funguje, ked ofarbujeme po stIpcoch alebo po riadkoch. Skuste
sa od toho odpichnut.

Z néjdenych konstrukcii sa da prist na to, Ze chcete ukazat podmienku 24 | mn, teda
musime mat parne vela dlazdic. Teda aj naSe farbenie by chcelo mat nieco s paritou.

Téato tloha si priamociara pyta Dirichletov princip a tak sa aj riesi. Povedzte si, na aké skupinky

si chcete ¢isla podelit a najdite ich.
e Vedel by si CéDecko nejako zarudit, aké ¢isla si vlastne zoberie?

e Ano vedel. Vhodne si rozdel'te ¢sla na dve polovice, aby CéDecko vel zobrat taku, ktorej
stcet nie je mensi ako druhe;j.

e Ofarbite si karty striedavo bielou a ¢ernou farbou a hrajte za CéDecka tak, aby nitil
Petrzlena brat len ta horgiu farbu.

Co ak by sme zo zadania vypustili ,,disjunktné“?

e Prelozte si tlohu do teorie grafov.

e Nechte hladat (Hamiltonovksi) kruznicu cez vsetky vrcholy, lebo to je tazky problém.
Chcete hl'adat nie¢o jednoduchsie cez vietky veci. Otéazka je, ¢o st to tie veci a ako nasledne
tu ulohu tak na grafy transformovat.

e Prelozte zadanie ako orientovany graf a hladajte v iom uzavrety (Eulerov) tah prechadza-
jaci kazdou hranou préve raz.

e Zatlnite si kreslit schému hry, zo zaciatku. Je ¢islo 6 vyhravajice ¢i prehravajice?

e To nevieme (teda ak sa moc nenudime a nerozoberieme to celé :)). No prvy hra¢ vie v
oboch pripadoch tomu prisposobit stratégiu. Tym padom vyhréva v oboch variantoch hry.



32. °

Uloha sa da Tahko skt$anim vyriesit pre n zhruba do 10. Pritom sa da odpozorovat, ako
asi bude vyzerat vysledok. Tiez by ste si mohli vSimnut, Ze pre istd skupinu n-iek ma prvy
hra¢ vitaznu stretégiu.

Pre n = 4k vyhra prvy hrac¢ — spoji dva protilahlé body a hra symetricky na druhej polovici
ako super. Vsimnite si, ¢o potrebujete na takuto symetricka hru a skiste podobné stratégie
najst aj v daldich pripadoch. Pamétajte, Ze vase Givahy by mali pokryt aj pozicie, kde nie
st body zafarbené striedavo.

Pre n = 4k + 3 to vyzera, Ze prvy ma vitazni stratégiu. Peknym vitaznym tahom vyzera
spojenie 2k + 1 a 2k + 3. Skuste si vSimnut, aka vlastnost ma konfuguracia, ktoru teraz
dostaneme. Vyuzite pri tom stredovi stiimernost.

Uvazujte dva Specialne pripady, ¢o sa moze stat po zobrazeni kruhu s parnym poc¢tom bodov
(rozmiestnenych rovnomerne) v stredovej stmernosti. Co ak sa kruh zobrazi na seba? Co
ak sa tym vymenia farby vSetkych bodov?

Ukazte, Ze v prvom pripade mame vyhrévajicu poziciu a v druhom prehravajtcu.

34. Ukazte, ze jeden Student je v aspon Styroch krizkoch. Co viete povedat o krazkoch, v ktorych
nie je?
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