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Niekolko definicii z tedrie grafov

Definicia 1. Graf sa skaldd z niekolkych vrcholov a hrdn. Kazd4 hrana spija niektorid dvojicu vrcholov.

Graf je univerzalny abstraktny sposob ako moZeme reprezentovat nejaké objekty a vzfahy medzi nimi. Napr.
grafom moZzeme reprezentovat:

e Tudi, z ktorych sa niektorf kamaratia;
e mesta, ktoré si spojené priamou cestou;

¢isla, z ktorych niektoré maju spoloéného delitela

e a mnohé iné.
Na stromy sa budeme divat ako $pecidlny pripad grafu.
Definicia 2. Stuperni vrchola v grafe je pocet hran, ktoré su s nim spojené.

Definicia 3. Cesta v grafe je postupnost navzdjom roznych vrcholov vy, vs, ... , v, takd, Ze kazda dvojica
vrcholov v;, v;yq pre 1 < ¢ < n —1 je spojena hranou.

Definicia 4. Cyklus (niekedy tieZ kruznica) v grafe je postupnost vrcholov vy, va, ... , v, taka, Ze kazd4 dvojica
vrcholov v;, v;41 pre 1 < i < n je spojend hranou a taktiez aj vrcholy v, a v; si spojené hranou.

Definicia 5. Graf nazyvame suvisly, ak kazdé dva jeho vrcholy su spojené cestou.

Definicia a vlastnosti stromov

Definicia 6. Strom je suvisly graf, ktory neobsahuje cyklus.
Definicia 7. List stromu je vrchol stupna 1.
Uloha 1. Pre celé &slo n > 2 uréte, kolko najmenej a kolko najviac listov moze mat strom s n vrcholmi.

Uloha 2. Méme strom na n vrcholoch. Kazdy vrchol m4 stupeii nanajvys 2. Kolko najviac moze mat listov?
Ako v pripade, ked kazdy vrchol m4 stupefi nanajvys d?

Uloha 3. Dokazte, ze ak strom obsahuje vrchol stupna s, tak obsahuje aspon s listov.

Uloha 4. Kolko hran méize obsahovat strom na n vrcholoch?

Definicia 8. Les je graf, ktory neobsahuje cyklus. To znamend, Ze sa sklad4 z niekolkych nespojenych stromov.
Tvrdenie 1. Strom s asponi dvomi vrcholmi obsahuje aspon 2 listy.

Tvrdenie 2. Strom s n vrcholmi obsahuje prave n — 1 hran.

Désledok tohto tvrdenia je nasledovné tvrdenie, ktoré ndm méze pomoct v tlohdch, kde mame skimat
(ne)existenciu cyklu v nejakom grafe.

Tvrdenie 3. Graf, ktory m4 aspoi tolko hran ako vrcholov, obsahuje cyklus.
Tvrdenie 4. Les obsahujici n vrcholov rozdelenych do s stromov obsahuje prave n — s hran.
Na stromoch je krasne, Ze sa daji definovaf mnohymi ekvivalentnymi sposobmi.
Tvrdenie 5. Pre graf G s n vrcholmi si nasledovné tvrdenia ekvivalentné:
1. G je suvisly acyklicky graf (teda strom podla nasej definicie).
. G je suvisly graf s n — 1 hranami.
. G neobsahuje kruznicu a ma n — 1 hran.

2
3
4. G neobsahuje cyklus, ale po pridani lubovolnej d'alsej hrany uZ bude obsahovat cyklus.
5. G je stvisly, ale po odobrani lTubovolného vrchola uz nebude suvisly.

6

. V grafe G su kazdé dva vrcholy spojené préave jednou cestou.



Ulohy na precvicenie

Uloha 5. Mdme graf, obsahujici aspon dva vrcholy. Prave jeden vrchol méa stupen 1 a ostatné vrcholy maju
stupen aspon 2. Dokéazte, ze tento graf obsahuje cyklus.

Uloha 6. Mame suvisly graf obsahujtici n vrcholov. Jeho hranu nazveme mostom, ak po jej odobrati dostaneme
nesuvisly graf. V zavislosti od prirodzeného &isla n uréte, kolko najviac mostov moze mat takyto graf.

Uloha 7. Majme graf G, v ktorom m4 kazdy vrchol stupeni 3. Dokézte, Ze existuje jeho kostra, ktort ked z
neho odstranime, dostaneme graf bez cyklov.

Uloha 8 (BAMO 2005/4). V regiéne Kanto je 2018 miest. Niektoré dvojice miest si spojené cestou, pricom z
Tubovolného mesta sa d4 dostat do Iubovolného iného mesta. Raketovy tim vymyslel diabolsky plan — niektoré
cesty zablokuje Snorlaxom tak, Ze z kazdého mesta bude vychddzat neparny pocet ciest, ktoré st zablokované
Snorlaxom. Sice im tento plan prekazia statoéni tréneri, ale dokazte, ze im ho neprekazi matematika. Dokéze,
7e je mozné cesty zablokovat podla pldnu Raketového timu.

Uloha 9 (KMS 2002/3-L1-11). Médme mn mrezovych bodov usporiadanych do obdiinikovej siete m x n bodov.
Spomedzi mrezovych bodov je m+n bodov zafarbenych nacerveno. Kazdé dva ¢ervené body, ktoré sa nachiadzaju
v rovnakom riadku alebo v rovnakom stfpci st spojené ¢ervenou &iarou. Dokéazte, Ze sa tam musi nachidzat
uzavreta lomend Ciara z Cervenych spojnic.

Uloha 10 (KMS 2006/7-7Z2-13). V krajine je niekolko miest a medzi nimi obojsmerné letecké linky (medzi
kazdymi dvoma mestami nanajvy$ jedna). Medzi kazdymi dvoma mestami sa dé& letecky prepravit tak, Ze
vyuZijeme nanajvys d liniek. Najkratsia okruznd cesta, ktord sa dé podniknut, prechadza cez prave 2d + 1
miest. Dokazte, ze z kazdého mesta v krajine vychadza rovnaky pocet liniek.

Uloha 11 (IMO 2006, dloha 2). Nech P je pravidelny 2006-uholnik. Jeho uhlopriecka sa nazyva dobrd, ak jej
koncové body rozdeluji hranicu mnohouholnika P na dve éasti, z ktorych kazd4 pozostéva z neparneho poétu
stran. Strany mnohouholnika P sa tiez povazuju za dobré. Predpokladajme, Ze P je rozdeleny na trojuholniky
2003 uhloprieckami, z ktorych ziadne dve nemaju spoloény bod vo vnttri P. Ndjdite maximéalny mozny pocet
rovnoramennych trojuholnikov, ktoré maji dve dobré strany.

Uloha 12 (Esténsko 2007, Vyberko 2017). Uvazujme Stvoréekovi mriezku n x n, kde n je kladné celé éislo.
V jednom tahu vyberieme §tyri poli¢ka, ktoré leZia na prieniku dvoch riadkov a dvoch stlpcov a na kazdé z nich
polozfme Zetén Tento ﬁah m()Zeme spravit7 len vtedy, ked7 aspoﬁ jedno zo étyroch vybranych poh’éok je prézdne.

.....

Naznaky rieseni

1 Najmenej dva. Ukézte, Ze to si konce najdlhiej cesty. Najviac n — 1, viac to zjavne nemoze byt.

3 Pouzite vysledok tlohy 1 na podstromy zavesené na vrchol stupna s.

4 Vzdy n — 1. Pouzite matematickd indukciu, odstrante pri nej list.

5 Sporom. Ak by nemal cyklus, je to les a ma aspoii dva vrcholy stupiia 1. (Pozor, nemusi to byt strom!)

8 Staéf ndm vyriesit dlohy pre stromy — nadbytoéné hrany nam ni¢ nepokazia. Ulohu vhodne zovseobecnite na
prirodzené ¢isla (aj nepédrne) a pouzite matematickid indukeiu. Dokazujte, ze strom s pdrnym po¢tom vrcholom
mozno pokryt podla pldnu a strom s neparnym poctom vrcholov tak, Ze z prave jedného mesta, ktoré moze byt
vybrané Iubovolne, bude vychiadzat parny pocet zablokovanych ciest.

9 Reprezentujte si situdciu grafom. Vrcholy su riadky a stlpce teda m + n vrcholov. Hranou spojime vrchol
riadku 7 a vrchol stlpca j prave vtedy, ak mrezovy bod v i-tom riadku a j-tom slp01 je cerveny. Toto je pomerne
standardny sposob reprezentécie bodov / policok v mriezke pomocou grafu.

10 Nazvime graf zo zadania G.

e Zvolte si vrhol v a urobte z neho kostru K najkratsich ciest. Co o nej viete povedat?



e Kostra K mé hibku d.

e Ktoré vrcholy mozu spajat hrany grafu G, ktoré sa nenachddzaji v kostre K?
e Moze byt nejaky list kostry K vzdialeny od jej korefia v menej ako d?

e Dokazte, ze vSetky listy kostry K maju v grafe G stupen rovnaky ako vrchol v.

e Ako ukdzat, Ze aj zvysné vrcholy grafu maju rovnaky stupeii? Zoberte kostru najkratsich ciest pre iné
vrcholy.

11 Uvazujte graf, vrcholy su trojuholniky, hrany spajaji trojuholniky, ak zdielaji nejakd nedobri hranu.
e Kazdy vrchol mé stupen 1 alebo 3. Dobré trojuholniky majd stupen 1.

12 Zafarbime pri kazdom fahu jedno vybrané poli¢ko, ktoré dostalo svoj prvy zetén, nafuchsiovo a zvysné
vybrané policka, ktoré este nie si zafarbené, na natyrkysovo. Reprezentujte si policka grafom ako v tlohe
9. Dokéazte, Ze graf odpovedajici tyrkysovym polickam je stvisly. Pouzite na to indukciu cez pocet tahov.
Dokazujte, ze farebné policka a tyrkysové policka rozdeluju graf na rovnaké komponenty stvisloti po kazdom
tahu.



