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Uloha 1. Vedierku sa zucastnilo niekolko hosti a niektoré dvojice hosti si spolu zatancovali. Po skonéeni
vecierku kazdy host povedal, s kolkymi hostami tancoval. Ktoré z nasledovnych odpovedi sme mohli dostat?

a) 4,3,2,2 1,0; ) 6,4,3,3,2, 2 1; e) 6,6,5,4,2, 2, 1;
b) 4,2,2, 2 1, 1; d) 7,6,5,4,3,2, 1; f)8,7,7,6,3,22 22 2 1.

Uloha 2. V triede je n ziakov. Vieme, 7e kazdy 7iak sa pozné s prave siedmimi ziakmi z tried. Vztah poznat
sa je vzajomny. Urcte vSetky mozné hodnoty n, pre ktoré vie takito trieda existovat.

Uloha 3. Chceme vytvorit pocitacova siet, v ktorej kazdy pocita¢ bude prepojeny kablom s najviac tromi
dalsimi pocitac¢mi. Navyse, kazdé dva pocitaca vedia medzi sebou komunikovat s vyuzitim najviac dvoch
kablov (teda bud na priamo alebo cez jeden pocitac, s ktorym si oba prepojeni). Kolko najviac poéitacov
vieme mat v takejto sieti?

Uloha 4. V krajine je niekolko miest a medzi niektorymi z nich lieta priama obojsmerna letecka linka.
Z kazdého mesta letia asponi tri linky. Ak si chceme robit okruzny vylet (teda za¢neme v nejakom meste,
cestujeme linkami, pricom linky ani navstivené mesté neopakujeme, az kym sa nedostaneme do pociato¢ného
mesta), tak potrebujeme pouZit aspon 5 liniek. Kolko najmenej miest moze byt v takejto krajine?

Uloha 5 (KMS 07/08-L2-3). Na ststredeni sa stretlo 32 tcastnikov. Uz pred ststredenim kazdy poznal
okrem seba aspon 16 z ostatnych tcastnikov. Dokazte, Ze tychto tcastnikov nevieme rozdelit na dve (nie
nutne rovnako vel'ké) neprazdne skupiny tak, aby nikto z jednej skupiny nepoznal nikoho z druhej skupiny.

Uloha 6 (KMS 15/16-13-2). V Koctirkove je niekol’ko miest a medzi niektorymi dvojicami miest preméava
priama obojsmerné leteckd linka. Leteckd siet medzi tymito mestami je suvisld, ak sa z kazdého mesta da
niekol'kymi linkami dostat do Tubovolného iného mesta. KedZe je to viak Kocturkovo, ich letecka siet nie je
stvisla. Starosta sa preto rozhodol pre komplexnt reformu. Nariadil zrusit vSetky letecké linky a zaviedol
nové (opiat priame obojsmerné) letecké linky medzi kazdymi dvomi mestami, ktoré pred reformou neboli
spojené priamou linkou. Zistite, ¢i bude po tejto reforme letecké siet Kocurkova suvisla. Nezabudnite svoje
tvrdenie zddvodnit.

Uloha 7 (KMS 17/18-72-2). O slave Mr. Mira sa dopoculi aj vo Farebnom meste. Zavolali ho, aby im
pomohol navrhnat linky MHD. Vo Farebnom meste majia kazda ulicu vymalovani jednou z troch farieb:
¢ervenou, zelenou alebo modrou. Kazda ulica je obojsmerné a spaja prave dve krizovatky. Z kazdej krizovatky
vychadzaju préave tri ulice, z kazdej farby jedna.

Kazdé linka MHD mé cyklicka trasu. Nemé4 teda vychodziu a koneéni zastavku, ale chodi dokola po svojej
trase. Pri jednom opakovani trasy nesmie dvakrat prejst tou istou ulicou. Dokézte, Ze je moZné v meste
zaviest linky MHD tak, Ze kazdou ulicou buda premévat prave dve linky MHD.

Uloha 8 (KMS 18/19-Z1-2). Kika sedi v lietadle a kedZe je zhovor¢iva, uz stihla vyzistit o ostatnych
pasazieroch nasledovné: V lietadle je n pasaZzierov, niektori sa poznaji (znamosti su vzajomné) a kazdy
pasaZier sa cez niekolko znamosti poznéa s Tubovolnym inym. ESte si v8imla, Ze ked rozdelime pasaZierov
na lubovolné dve neprazdne skupiny, tak urcite asponi v jednej z nich existuje dvojica pasaZierov, ktora sa
pozna. Ukéazte, Ze vieme najst aspon troch I'udi, ktorych vieme postavit do kruhu tak, Ze kazdy pozna svojich
dvoch susedov.

Uloha 9 (KMS 04/05-7Z3-5). 20 ¢lenov tenisového klubu sa rozhodlo usporiadat medzi sebou 14 stibojov
dvojhry tak, aby kazdy ¢len hral aspon jeden zapas. DokaZte, Ze spomedzi tychto 14 sibojov vieme vybrat
6 tak, ze vSetkych 12 hracov v tychto sibojoch je réznych.

Uloha 10 (KMS 05/06-Z3-5). Dokézte, ze vrcholy kazdého grafu G, ktorého miniméalny stupeh je aspoi 1,
mozno rozdelit na dve skupiny tak, Ze kazdy vrchol ma suseda v druhej skupine ako je on sam.

Uloha 11 (KMS 08/09-L3-6). V meste byva n I'udi (aspoi Styria). Niektori z nich sa poznaji. Znamosti
sl vzajomné, to znamena, ze ak JoZo pozné Fera, tak aj Fero pozna Joza. Ked si vyberieme I'ubovolnych
troch roznych Tudi, tak sa medzi nimi najde aspoin jeden, ktory pozné zvysnych dvoch. Nikto v meste vak
nepozné vsetkych ostatnych.



a) Najdite v8etky hodnoty n, pre ktoré moze takéto mesto existovat.
b) Kolko zndmosti (dvojic Tudi, ¢o sa poznaji) modzZe existovat v takom meste s n Tudmi?
c) Dokazte, ze sa vSetci Iudia z mesta vedia postavit do kruhu tak, Ze kazdy pozna oboch svojich susedov.

Uloha 12 (KMS 15/16-2L-6). Desat vedtcich KMS je zmrzlinu. KaZdy z nich ma medzi nimi prave 6 kama-
ratov (kamaratstvo je vzajomné). Zmrzlina obsahuje presne 120 porcii. Vedici vSak maji len jednu lyZicku,
preto jedia nasledujicim sposobom: ten, kto ma lyzicku, zje jednu porciu zmrzliny a podé lyzicku nejakému
svojmu kamaratovi. Toto sa opakuje, az kym nezjedia celt zmrzlinu. Dokézte, Ze ak mé na zaciatku lyzicku
Tubovolny vedici, tak vedia zjest zmrzlinu tak, aby kazdy zjedol 12 porecii.

Uloha 13 (KMS 09/10-L1-7). Na tébore je 100 deti, ktorych si o¢islujeme od 1 do 100. Dvojica deti sa
nepriateli prave vtedy, ak rozdiel ich ¢&isel je prvocislo. Na kolko najmenej druzin musime deti rozdelit, aby
sme nemali druzinu obsahujicu dvoch nepriatelov?

Uloha 14 (KMS 18/19-1.2-5). Vedtci Trojstenu pouzivajt na komunikaciu tri rézne socialne siete: Facebook,
Google Hangouts a Slack. Kazd4 socialna siet funguje nasledovne. Kazdy vedtci mé na nej niekolko pria-
telov. Priatel'stva st vzajomné. Profil kazdého vedtceho m4 nejaka farbu, nemusi byt rovnaki na vietkych
socialnych sietiach. Pre farby profilov plati, Ze profily vedtcich, ktori st priatelmi, musia mat roéznu farbu.
f)alej vieme, Ze na Facebooku sta¢i vedicim 42 farieb, na Hangouts 47 farieb a na Slacku 17 farieb.

KedZe vedici maju chaos v socidlnych sietach, zalozili si vlastnu siet — Perfektne Organizovany Komunika¢ny
Elektronicky Chat (skratene POKEC). Kazdy veduci tam ma za priatelov svojich priatelov zo vSetkych troch
povodnych sieti. Na POKEC-i platia rovnaké pravidla pre farby profilov. Dokazte, Ze profilom veducich na
POKEC-i stac¢i 33558 farieb, a to bez ohladu na to, kolko je vedicich a ako sa na jednotlivych sietach
priatelia.

Uloha 15 (KMS 17/18-12-5). V Ziadnom spravnom cirkuse nesmie chybat vystipenie, v ktorom sa nieco
reze. V Crazy Monsters Circuse rozdeluju neuveritelnt vec — nekoneény papier. Cirkusant najprv nakresli na
nekonecny papier n trojuholnikov. Trojuholniky mo6zu byt rézne a modzu sa prekryvat. Potom papier rozreze
po kazdej strane trojuholnika (reZe po tsecke, nie po priamke). V zavislosti od kladného celého ¢isla n urcte,
kol'ko najviac kusov papiera tak vie cirkusant papier dostat.

Uloha 16 (KMS 17/18-1L-7). Jezisko ma pripravenych m réznych daréekov, z kazdého jeden kus. Na svete
je n deti (n < m). Pre kladné celé ¢islo i < n, i-te dieta mé z Jeziskovych m daréekov vyhliadnutych d;
darcekov, po ktorych tuzi (1 < d; < m). Jezisko vie, Ze plati

= + = + e L <1

di d2 dn =
Dokazte, 7e Jezisko moze rozdat detom po jednom darceku tak, aby kazdé dieta dostalo darcek, po ktorom
tazi.

Doméaca uloha

Jej rieSenie alebo pokus o rieSenie mi viete poslat na jozef.rajnik@trojsten.sk. TaktieZ, ak by ste mali k
prednagke akékol'vek otazky, tak mi kludne piste.

Uloha 17 (KMS 19/20-L1-4). Utiect sa rozhodlo 16 namornikov a kazdy z namornikov mé préave troch
kamaratov, pri¢om kamaratstvo je vztah vzajomny. Rozhodnite, ¢i moZno namornikov rozdelit do dvojic
tak, aby kazdy namornik bol vo dvojici so svojim kamaratom, bez ohl'adu na to, ako sa ndmornici kamaratia.



Napovedy k rieSeniam

10.

11.

12.

14.

16.

17.

Neexistuju:

¢) nemdze mat tri vrcholy neparneho stupia

d) vrchol stupna 7 mé len 6 dalsich, s ktorymi moze byt spojeny

e) dva vrcholy stupfia 6 musia byt spojené s kazdym ostatnym, ¢o porusi stupen 1. f) z vrcholov
stupiiov 8, 7, 7, 6 vychadza aspon 5 + 4 + 4 4+ 3 = 16 hran, ale do zvysnych vrcholov méze
vchadzat najviac 3+24+2+2+4+2+2+ 1= 14 hran

Skuste to sporom. Co by stalo, ak by sme uc¢astnikov tak vedeli rozdelit? Co by ste vedeli povedat
o takych dvoch skupinach?

Ano, bude stvisla. Pre kazda dvojicu miest opiste, ako sa medzi nimi prepravit.

Ak mame mestd X a Y, ¢o povodne neboli spojené priamou linkou, tak teraz si. Ak X a Y
boli pre tym spojené, tak ukazte, ze musi existovat mesto Z, ktoré nebolo spojené ani s X, ani
sY.

Skuste ist na to nepriamo. Ukézte, Ze ak v grafe nie je kruznica, tak existuje rozdelenie pasa-
zierov na dve skupiny také, ze kazdy pasazier pozna len pasaZierov z druhej skupiny.

Najdite hl'adané rozdelenie na dve skupiny algoritmicky: Zac¢nite lubovolnym a umiestnite ho
do prvej skupiny. Kto potom musi byt v druhej skupine? (Jeho susedia.) A kto zas potom v
prvej? Po skonStruovani takéto rozdelenia nezabudnite dokéazat, Ze je naozaj spravne.

Moéze byt graf suvisly? Kol'ko komponentov stvislosti méze obsahovat?

Dokazte, ze graf G s k komponentmi obsahuje asponn |V(G)| — k hran. Premyslite si, ze z
jedného komponentu vieme vzdy vybrat hladant dvojicu hracov.

Mozete skusit indukciu. Ako alternativa si mozete uvedomit, Ze hrany navySe vam neprekazaju.
Spravte z grafu stromy a rozdelte ich do skupin.

Méze sa stat, zeby niekto poznal menej ako n — 2 Tudi?
Kazdy pozné prave n — 2 Tudi. VyuzZite Vetu 7?7 obmedzenie moznych n.

Pre parne n, ktoré nam ostand, existuje len jeden graf, ktory spliia podmienky zo zadania.
Staci teda c¢) ukazat pref.

Vsimnite si, ze 6 je parne ¢islo.

Graf veducich je Eulerovsky a stvisly (nezabudnite dokazat aj to). Ak si veduci posla ly-
zicku 4-krat po Eulerovskom tahu, tak kazdy zje 12 porcii. Alternativne, je takyto graf aj
hamiltonovsky podla Diracovej vety.

Vsimnite si, ze 33558 = 42 - 47 - 17. Skiste na zéklade toho urcit, ako by mohli vyzerat farby
na POKEC-i.

Kazdému profilu na POKEC-i priradte farbu zloZeni z troch zloziek podla toho, aké farby
mal na pévodnych sietiach. Napr. ak mal zelend na Facebooku, ¢erventi na Hangouts a zelent
na Slacku, tak na POKECI-i bude mat zeleno-¢erveno-zelent (ktora je rozna od zeleno-zeleno-
Cervenej, teda na poradi nam zalezi).

Najdite vhodné poradie, v ktorom by ste rozdévali defom darceky tak, aby sa ni¢ nepokazilo.

Precislujte si deti tak, aby platilod; < ds < -+ < d,,. Sporom ukazte, Ze pre kazdé i (1 < i < n)
plati d; > i, ¢o zarucuje, Ze i-te dieta bude mat vzdy aspoin jeden daréek volny.

Nie, nie je to moZné vzdy. Sta¢i teda najst vhodny protipriklad.

Nazvime hranu medzi vrcholmi A, B mostom, ak po jej odstraneni uz nebude existovat cesta

medzi vrcholmi A, B. UkaZte, ze ak medzi kamaratmi A, B je most, tak musia ist spolu do
¢lna. Ak teda sa niekto nachadza v dvoch mostoch, tak rozdelenie do ¢lnov nie je mozné.



