Teéria grafov
Jozef Rajnik, Pripravné sastredenie pred IMO a MEMO 2025

1 Prehl'ad uzito¢nych tvrdeni o grafoch

Definicie grafu st rézne. Najmé sa v nich rozlisuje:

e (i st hrany orientované alebo neorientované;
e i st dovolené slucky (hrana spéajajica vrchol sama so sebou);
e (i st dovolené nésobné hrany.
Uzitoénymi dokazovymi technikami pri teérii grafov sa:
e Matematicka indukcia — treba si v8ak dat pozor na jej riadne pouzitie. V mnohych tlohéch nejde priamo
pouzit.
e Algoritmické konstruovanie vysledku
e Extreméalny princip — vie zjednoduSene podat
Veta 1. Sucet stupnov vrcholov je rovny dvojnasobku poc¢tu hran.

Veta 2. V kazdom grafe je pocet vrcholov neparneho stupfia parny.

Stromy

Veta 3. Nech G je graf s n vrcholmi. Nasledovné tvrdenia si ekvivalentné

(i) G je strom, teda suvisly acyklicky graf.
(ii) Kazdé dva vrcholy grafu G st spojené prave jednou cestou.

(iii) G je suvisly graf, ale po odobrani akejkol'vek hrany uz stavisly nebude.

)
)
)
(iv) G je acyklicky graf, ale po pridani lubovolnej hrany uz acyklicky nebude.
(v) G je suvisly graf s n — 1 hranami.

)

(vi) G je acyklicky graf s n — 1 hranami.

Z tejto vety vyplyvaju dolezité odhady ohl'adom cyklov a suvislosti grafu. Suvisly graf musi mat aspon n — 1
hréan a graf s aspon n hranami musi isto obsahovat cyklus. Do oboch tychto odhadoch este mozno zahrniat
pocet komponentov grafu.

Kostra grafu G je podgraf, ktory je stromom a obsahuje vSetky vrcholy grafu G. Kazdy sivisla graf ma
kostru. Kostrou mozno reprezentovat rézne prehladavania grafu, tie maju uplatnenie najmé v informatike,
ale mozno ich miestami vyuzit aj v matematike. Pri prehl'adavani grafu je vhodné prehlasit jeden vrchol kostry
za koreri. Pomocou neho vieme vyjadrit dolezité vlastnosti prehladavania. Ak potrebujeme viac informécii,
tak si prehladévanie vieme predstavit ako ocislovanie vrcholov podla poradia ich navstivenia. Pozname dva
zdkladné typy prehladévania, ktoré maju nasledovné matematické vlastnosti:
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e BFS (prehladéavanie do 8irky) je taka kostra T' zakorenené v r, ze pre kazdy vrchol v grafu G je (jedina)
v-r-cesta v kostre T' najkratSou v-r-cestou v grafe G.

e DFS (prehl'adavanie do hibky) je taka kostra T zakorenené v r, Ze pre kazdu hranu uv grafu G je vrchol
u pod vrcholom v alebo naopak. Vrchol u je pod vrcholom v, ak v lezi na u-r-ceste.

Veta 4. Kazdy savisly graf ma kostru, BFS kostru aj DFS kostru.

Planarne grafy

Veta 5 (Euler). Nech G je suvisly rovinny graf s v vrcholmi, e hranami, f oblastami a k& komponentami.
Potom
v—e+ f—k=1

Veta 6 (Kuratowski). Graf G je planarny prave vtedy, ked neobsahuje podgraf, ktory je subdiviziou grafu
K5 alebo K3’3.

Veta 7 (Appel, Haken, veta o 4 farbach). Kazdy planarny graf je vrcholovo 4-zafarbitelny

Eulerove tahy a Hamiltonovské kruZnice

Veta 8 (O Eulerovom tahu). Pre stuvisly graf G plati: G obsahuje uzavrety (otvoreny) Eulerov tah prave
vtedy, ked G ma v8etky stupne parne (az na dva vrcholy neparneho stupna).

Veta 9 (O orientovanom Eulerovom tahu). Pre (silno) suvisly orientovany graf G plati: G obsahuje uzavrety
Eulerov tah prave vtedy, do kazdého vrchola vchadza rovnako vela hran, ako z neho vychadza.

Pri pouzivani tychto viet si davajte pozor na kontrolu stvislosti!

Silno suvisly je rovnakd vlastnost, ako suvisly graf — medzi I'ubovolnymi vrcholmi w, v exituje cesta z u
do v. Treba akurat dbat aj na orientécie hran. Okrem tejto definicie eSte mdze byt orientovany graf slabo
suvisly, ak po zruSeni orientacie hran dostaneme suvisly graf. (Napr. graf s jednou orientovanou hranou je
slabo suvisly, ale nie silno).

Veta 10 (Ore). Ak v grafe s n vrcholmi majiu kazdé dva nesusedné vrcholy sicet stupfiov aspoii n, tak
obsahuje Hamiltonovsku kruznicu.

Bipartitné grafy a parenia

Graf je bipartitny, ak moZno jeho vrcholy rozdelit na dve mnoziny (tzv. particie) tak, aby kazdé hrana bola
medzi vrcholmi z réznych mnozin. Uzitoénou vlastnostou bipartitnych grafov je, Ze pocet ich hran vieme
vyjadrit ako sucet stupfiov v jednej particii. Teda ich vieme vyjadrit dvomi sposobmi, z ¢oho vieme odvodit
rozne identity, ¢i inak vyuZit tento vztah pri rieSeni tloh

Veta 11 (O bipartitnych grafoch). Graf je bipartitny prave vtedy, ked neobsahuje kruznicu neparnej dlzky.
Parovenie je mnozina hran, z ktorych Ziadne dve nemaja spolo¢ny vrchol. Parovanie je perfektné, pokial je
kazdy vrchol obsiahnuty v nejakej hrane (teda je v prave jednej).

Veta 12 (Hall). Bipartitny graf G s particiami A, B obsahuje parovanie pokryvajice mnozinu A prave
vtedy, ked kazda podmnozina X C A mé v mnozine B aspoi | X| susedov.

Veta 13 (Tutte). Graf G obsahuje perfektné parovanie prave vtedy, ked pre kazdt mnoZinu vrcholov X mé
graf G — X najviac | X| komponentov savislosti neparnej velkosti.
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Farbenia

Veta 14 (Brooks). Nech G je graf s maximéalnym stupniom A. Nech y je najmensi pocet farieb, ktory je
potrebny na zafarbenie vrcholov grafu G tak, ze kazdé dva susedné vrcholy maja réznu farbu. Potom

(i) ak G je uplny graf alebo cyklus neparnej dlzky, tak x = A + 1;
(ii) inak xy < A.

Veta 15 (Vizing). Nech G je graf s maximéalnym stupiiom A. Nech x’ je najmensi pocet farieb, ktory je
potrebny na zafarbenie hran grafu G tak, ze kazdé dve susedné hrany maji réznu farbu. Potom

A<Y <A+1

Zakazané podgrafy

Veta 16 (Mantel). Graf na n vrcholov, ktory neobsahuje trojuholnik ma najviac n?/4 hran.

Veta 17 (Turan). Graf na n vrcholoch, ktory neobsahuje r 4+ 1 vrcholov, ktoré su spojené kazdy s kazdym,

mé pocet hréan najviac
r—1 n? _ (1 1 n?
r 2 r 2
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2 Ulohy na prednasku

Uloha 1. Nech G je 4-regularny bipartitny savisly graf. Dokéite, Ze graf G ostane stvisly aj potom, ¢o z
neho odstranime Tubovolnu hranu. Plati analogické tvrdenie aj pre odstranenie vrchola?

Uloha 2 (MO61 B-I-5). Nech G je 3-regularny bipartitny stvisly graf. Dokézte, Ze graf G ostane stvisly aj
potom, ¢o z neho odstranime T'ubovolnu hranu. Plati analogické tvrdenie aj pre odstranenie vrchola?

Uloha 3 (KMS 17/18-1L-7). Jezisko ma pripravenych m roznych daréekov, z kazdého jeden kus. Na svete
je n deti (n < m). Pre kladné celé ¢islo i < n, i-te dieta ma z Jeziskovych m darcekov vyhliadnutych d;
dar¢ekov, po ktorych tuzi (1 < d; < m). Jezisko vie, ze plati

1 + 1 + n 1 <1

di d2 dn —
Dokézte, ze Jezisko méZze rozdat detom po jednom daréeku tak, aby kazdé dieta dostalo darcek, po ktorom
tazi.

Uloha 4. Dokazte, ze kazdy suvisly 3-regularny graf G' obsahuje taku kostru 7', Ze kazda kruznica grafu G
mé s kostrou 7' spolo¢nu asponi jednu hranu.

Uloha 5 (Rusko, 2001). Na party je 2n + 1 Tudi. Vieme, Ze ak si vyberieme skupinu Tubovolnych n T'udi,
tak existuje mimo tejto skupiny ucastnik party, ktory pozna vSetkych I'udi z tejto skupiny. DokaZte, Ze na
party je ucastnik, ktory pozna vSetkych ucastnikov péarty.

Uloha 6 (OMM 2009). Na party je n osob. Vieme, Ze medzi Tubovolnymi §tyrmi osobami existuju tri osoby,
ktoré sa poznaju kazdé s kazdou, alebo existuji tri osoby, medzi ktorymi sa ziadne dve nepoznaja. Dokézte,
7Ze ich vieme rozdelit na dve skupiny, kde v jedenej skupine sa budu v8etci poznat a v druhej skupine sa nikto
nebude poznat.

Uloha 7 (KMS 2002/3-L1-11). Mame mn mreZovych bodov usporiadanych do obdlznikovej siete m x n
bodov. Spomedzi mrezovych bodov je m + n bodov zafarbenych nacerveno. Kazdé dva ¢ervené body, ktoré
sa nachadzaju v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci st spojené Gervenou &arou. Dokazte, Ze sa tam
musi nachadzat uzavreta lomen4 Ciara z Gervenych spojnic.

Uloha 8. Pre dané prirodzené &islo n najdite najviacsie ¢islo k také, ze mozno do kruhu napisat postupnost
nil a jednotiek dizky k taku, ze ziadna n-tica sa tam nevyskytuje dvakrat.

Uloha 9 (KMS 06/07, 1. zimna séria, tloha 11). Na ostrove Zije n domorodcov. jedného dita nacelnik
rozhodol, Ze vSetci (vratane neho) si urobia a budid nosit nahrdelnik zlozeny z 0 alebo viac jednofarebnych
kamienkov. Dvaja domorodci maju mat asponi jeden kamienok rovnakej farby prave vtedy, ked st priatelia.

a) Dokazte, ze domorodci mozu splnit nacelnikov rozkaz.

b) Aky je minimalny pocet farieb kamienkov potrebny na to, aby sa dal splnit nacelnikov rozkaz bez
ohl'adu na priatel'ské vztahy na ostrove?

Uloha 10 (MEMO 2021, I-2). Dané st kladné celé &isla m a n. Niektoré stvoréeky tabulky m x n st
zafarbené nacerveno. Postupnost 2r > 4 po dvoch roznych ¢ervenych Stvorcéekov ai,as,...,as, nazyvame
strelecky cyklus, ak pre kazdé k € {1,...,2r} lezia Stvoréeky ay a axy1 na diagondle, ale Stvorceky ay a agio
nelezia na diagonale (pritom ag,11 = a1 a ag,12 = ag). V zavislosti od m a n urcte najvacsi mozny pocet
¢ervenych stvoréekov v tabulke m x m, v ktorej sa nenachadza strelecky cyklus.

(Pozndmka. Dva Stvor¢eky leZia na diagonéle, ak priamka prechadzajtca ich stredmi zviera so stranami
tabulky uhol 45°.)
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Uloha 11 (KMS 2017/18-L1-10). V KMS je niekolko vedicich a niektoré dvojice sa spolu kamaratia.
Namiesto toho, aby si uzivali pokojné Viano¢né sviatky, sa radsSej hadaju, ¢i je krajsia fialova alebo modra
farba. Na zaciatku si kazdy veduci mysli, Ze krajsia je fialovid. Obcas sa stane, Ze jeden vedtci zorganizuje
stretnutie a pozve nan vSetkych svojich kamaratov. Po tomto stretnuti sa vSetkym ztucastnenym vedtcim
zmeni nazor. Je mozné, 7e po niekolkych stretnutiach si budu v8etci veduci mysliet, Ze je krajsia modra?
(Bez ohl'adu na to, ako sa vedici kamaratia.)

Uloha 12 (KMS 2017/18-L3-10). V hlavnom meste kolénie dokonéuju namestie. Plochu (2" + 1) x (2" +1)
chea vydlazdit bielymi a Gernymi dlazdicami rozmeru 1 x 1. DIazdit musia tak, aby z ¢ernych dlazdic
nevznikol uzavrety hadik. V zavislosti od kladného celého ¢isla n uréte, kolko najviac ¢iernych dlazdic mozu
pouzit?

Pozndamka. Uzavrety hadik je postupnost k > 4 réznych ¢iernych dlazdic a1, ao, ..., ai takych, ze dlazdice
a; a a;y1 pre i € {1,2,...,k — 1} a taktiez dlazdice aj a a; maju spolo¢ni hranu.

Uloha 13 (IMO SL 2013 C3). Sialeny vedec zostrojil arméadu robotov. Problém je v tom, Ze niektoré dvojice
robotov sa nenavidia (nenavist je vzajomné). Vzdy vSak s robotmi vie urobit jednu z nasledujucich dvoch
operacii:

(i) Ak nejaky robot nenavidi neparny pocet robotov, vedec ho moze znicit.

(ii) Vedec moze zdvojnasobit arméadu tak, ze kazdy robot R sa rozdeli na dvoch robotov R; a Ry. Pre
kazdu dvojicu pévodnych robotov R, @, ktori sa nenavideli, sa budu nenavidiet aj roboti R; a Q1,
aj roboti Ry a Q2. Roboti Ry a Re sa tiez nenavidia pre kazdého pdévodného robota R. To si vSetky
dvojice robotov, ktoré sa budua nenavidiet po zdvojnasobeni.

Dokazte, ze vedec vie po kone¢nom pocte operacii dostat armadu robotov, v ktorej neexistuje dvojica robotov,
ktord sa nenavidi.

Uloha 14 (IMO 2019-3). Sociélna siet ma 2019 pouzivatelov. Niektoré dvojice z nich st priatelia, pri¢om
ak pouzivatel A je priatel pouzivatela B, tak pouzivatel B je priatel pouZivatela A. Opakovane moZze nastat
takato udalost:

Traja (rozni) pouzivatelia A, B a C su taki, Ze A sa priateli s B aj s C, ale B a C nie st priatelia.
V istom okamihu sa B a C spriatelia a zaroven sa A s B aj s C priatelit prestane. VSetky ostatné
vztahy pritom zostani zachované.

Na zaciatku je 1010 pouzivatelov s 1009 priatelmi a 1009 pouZivatelov s 1010 priatelmi. DokaZte, Ze exis-
tuje postupnost takychto udalosti, po ktorych sa kazdy pouZivatel bude priatelit najviac s jednym inym
pouZzivatelom.

Uloha 15. Mame graf, ktoré¢ho kazdy vrchol ma stupen 3. Dokazte, Ze takyto graf neméze obsahovat prave
jednu hamiltonovska kruznicu.

Ulohy na d’alSie precvic¢ovanie

Uloha 16 (KMS 17/18-Z2-2). O slave Mr. Mira sa dopoculi aj vo Farebnom meste. Zavolali ho, aby im
pomohol navrhnut linky MHD. Vo Farebnom meste maja kazda ulicu vymalovant jednou z troch farieb:
¢ervenou, zelenou alebo modrou. Kazda ulica je obojsmerné a spaja prave dve krizovatky. Z kazdej krizovatky
vychadzaju préave tri ulice, z kazdej farby jedna.

Kazd4 linka MHD mé cyklicka trasu. Nema teda vychodziu a konecni zastdvku, ale chodi dokola po svojej
trase. Pri jednom opakovani trasy nesmie dvakrat prejst tou istou ulicou. DokéZte, Ze je moZné v meste
zaviest linky MHD tak, Ze kazdou ulicou buda premévat prave dve linky MHD.



Jozef Rajnik Teoria grafov

Uloha 17 (KMS 04/05-Z3-5). 20 &lenov tenisového klubu sa rozhodlo usporiadat medzi sebou 14 stibojov
dvojhry tak, aby kazdy ¢len hral aspon jeden zapas. Dokazte, Ze spomedzi tychto 14 sibojov vieme vybrat
6 tak, Ze vSetkych 12 hracov v tychto siibojoch je réznych.

Uloha 18 (KMS 19/20-L1-4). Utiect sa rozhodlo 16 namornikov a kazdy z namornikov mé préave troch
kamaratov, pricom kamaréatstvo je vztah vzajomny. Rozhodnite, ¢ moZzno namornikov rozdelit do dvojic
tak, aby kazdy ndmornik bol vo dvojici so svojim kamaratom, bez ohladu na to, ako sa namornici kamaratia.

Uloha 19 (KMS 05/06-Z3-5). Dokézte, Ze vrcholy kazdého grafu G, ktorého minimélny stupeh je aspoi 1,
mozno rozdelit na dve skupiny tak, Ze kazdy vrchol ma suseda v druhej skupine ako je on sam.

Uloha 20 (KMS 08/09-L3-6). V meste byva n T'udi (aspoi Styria). Niektori z nich sa poznaji. Znamosti
sl vzajomné, to znamena, ze ak Jozo pozné Fera, tak aj Fero pozna Joza. Ked si vyberieme I'ubovolnych
troch roznych Tudi, tak sa medzi nimi najde aspoin jeden, ktory pozné zvysnych dvoch. Nikto v meste vak
nepozné vsetkych ostatnych.

a) Najdite vetky hodnoty n, pre ktoré moze takéto mesto existovat.
b) Kolko zndmosti (dvojic Tudi, ¢o sa poznaji) mozZe existovat v takom meste s n Tudmi?
c) Dokazte, ze sa vSetci Iudia z mesta vedia postavit do kruhu tak, Ze kazdy pozna oboch svojich susedov.

Uloha 21 (KMS 15/16-2L-6). Desat vedtcich KMS je zmrzlinu. Kazdy z nich ma medzi nimi prave 6 kama-
ratov (kamaratstvo je vzajomné). Zmrzlina obsahuje presne 120 porcii. Veduci v8ak maju len jednu lyzicku,
preto jedia nasledujicim spésobom: ten, kto ma lyZzi¢ku, zje jednu porciu zmrzliny a podé lyZzicku nejakému
svojmu kamaratovi. Toto sa opakuje, az kym nezjedia celd zmrzlinu. Dokazte, ze ak ma na zaciatku lyzicku
Tubovolny vedici, tak vedia zjest zmrzlinu tak, aby kazdy zjedol 12 porecii.

Uloha 22 (KMS 09/10-L1-7). Na tabore je 100 deti, ktorych si o¢islujeme od 1 do 100. Dvojica deti sa
nepriateli prave vtedy, ak rozdiel ich ¢&isel je prvocislo. Na kolko najmenej druzin musime deti rozdelit, aby
sme nemali druzinu obsahujticu dvoch nepriatelov?

Uloha 23 (KMS 18/19-1.2-5). Vedici Trojstenu pouZivajti na komunikaciu tri rozne socilne siete: Facebook,
Google Hangouts a Slack. Kazd4 socidlna siet funguje nasledovne. Kazdy vedici mé na nej niekolko pria-
telov. Priatel'stva st vzajomné. Profil kazdého vediceho mé nejaka farbu, nemusi byt rovnaki na vsetkych
socialnych sietiach. Pre farby profilov plati, Ze profily vedtcich, ktori st priatelmi, musia mat réznu farbu.
Dalej vieme, Ze na Facebooku staci vedicim 42 farieb, na Hangouts 47 farieb a na Slacku 17 farieb.

Ked7ze vedici maju chaos v socidlnych sietach, zalozili si vlastni siet — Perfektne Organizovany Komunika¢ny
Elektronicky Chat (skratene POKEC). Kazdy veduci tam mé za priatelov svojich priatelov zo vietkych troch
povodnych sieti. Na POKEC-i platia rovnaké pravidla pre farby profilov. Dokazte, Ze profilom vedtcich na
POKEC-i sta¢i 33558 farieb, a to bez ohladu na to, kolko je veducich a ako sa na jednotlivych sietach
priatelia.

Uloha 24. Fulerén je planarny graf, ktorého kazda oblast je bud patuholnik, alebo Sestuholnik. Kolko
patuholnikov moéze obsahovat fulerén?

Uloha 25 (KMS 17/18-L2-5). V Ziadnom spravnom cirkuse nesmie chybat vystiipenie, v ktorom sa nieco
reze. V Crazy Monsters Circuse rozdeluju neuveritel nii vec — nekonecny papier. Cirkusant najprv nakresli na
nekonecny papier n trojuholnikov. Trojuholniky moézu byt rézne a mdzu sa prekryvat. Potom papier rozreze
po kazdej strane trojuholnika (reZe po tsecke, nie po priamke). V zavislosti od kladného celého &isla n urcte,
kol'ko najviac kusov papiera tak vie cirkusant papier dostat.

Uloha 26. Dokéite, 7e graf, ktorého kazdy vrchol ma stupeii aspon 3, obsahuje kruznicu parnej dlzky. Musi
obsahovat aj kruznicu nepéarnej dlzky?
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Uloha 27. V skupine n > 6 deti ma kazdé dieta prave troch kamaratov (kamaratsvo je vzajomné). Dokazte,
ze deti mozno rozdelit na dve neprazdne skupiny tak, ze kazdé dieta v skupine mé v nej aspont dvoch svojich
kamaratov.

Uloha 28 (KMS 18/19-7Z3-9). V Nemecku je 2n miest, z ktorych st niektoré dvojice spojené cestou (najviac
jednou). Kazda cesta je zafarbena prave jednou farbou: ¢iernou, ¢ervenou alebo zltou. Z kazdého mesta
vychédzaju prave tri cesty, kazda inej farby. Hovorime, Ze v Nemecku mozno zaviest ekonomicki rovnovihu
stuptia k, ak je mozné nasledovné:

e Pre kazdia cestu ur¢ime za jej vlastnika prave jedno z dvoch miest, ktoré spaja.

e Ak mesto A vlastni cestu do mesta B, tak mesto B plati mestu A denne x eur, kde x je kladné celé
¢islo mensie ako k (nie nutne rovnaké pre kazdua cestu).

e Kazdé mesto denne zaplati za prenajom ciest rovnako vela, ako dostane od inych miest.

V zavislosti od celého ¢isla n > 2 urcte najmensie celé ¢islo k také, Ze v Nemecku mozZno zaviest ekonomicku
rovnovahu stupia k, a to bez ohladu na to, ako st mesta pospajané cestami.

Uloha 29 (KMS 08/09-L1-9). Nech n je prirodzené &islo, ktoré je asponn 3. Nech Ay, As, ... , A, st
navzajom rozne podmnoziny mnoziny {1,2,...,n}. Dokéazte, Ze vidy existuje x € {1,2,...,n} také, ze ked
z kazdej mnoziny Aj, Ag, ... , A, odoberieme z, tak novovzniknuté mnoziny st tiez navzajom rozne. (Ak
sa x v niektorej z mnozin nenachadza, tak tato mnoZina ostane rovnaka.)

Uloha 30 (KMS 10/11-L1-13). Najdite vietky prirodzezné ¢isla n, pre ktoré sa trojuholnik da rozrezat na
n mensich trojuholnikov tak, Ze Ziadne tri vrcholy (& uz pévodné alebo novovzniknuté) nelezia na jednej
priamke a zaroven kazdy vrhol sa nachadza na rovnakom pocte tseciek.

Uloha 31 (KMS 06/07-L1-11). Na nekone¢nom bielom Stvoréekovom papieri je koneény poéet Stvoréekov
zafarbenych ¢iernou farbou. Kazdy Cierny Stvorcek mé parny pocet bielych Stvoréekov, ktoré s nim susedia
stranou. Dokazte, ze vieme kazdy biely Stvorcek vyfarbit zelenou alebo Cervenou farbou tak, Ze kazdy ¢ierny
Stvorcek bude mat rovnaky pocet zelenych a ¢ervenych susedov, opét susediacich celou stranou.

Uloha 32 (KMS 06/07-7Z2-13). V krajine je niekolko miest a medzi nimi obojsmerné letecké linky (medzi
kazdymi dvoma mestami nanajvys jedna). Medzi kazdymi dvoma mestami sa da letecky prepravit tak, ze
vyuZijeme nanajvys d liniek. NajkratSia okruzna cesta, ktoré sa da podniknut, prechédza cez prave 2d + 1
miest. Dokézte, Ze z kazdého mesta v krajine vychadza rovnaky pocet liniek.

Uloha 33 (KMS 04/03-L1-13). Séfmag Mazo raz v spanku nechtiac zacaroval Stvorec &fsel a to nasledovne.
V magickom §tvorci n x n st vpisané &isla 1,2, ...,n?% (kazdé prave raz). Stredy kazdych dvoch buniek st
spojené Sipkami orientovanymi z bunky s menSim ¢&islom do bunky s vic¢Sim Cislom. Dokazte, Zze suc¢tom
vSetkych takychto vektorov je nulovy vektor.

Pozndmka: Stvorec povazujte za magicky, ak stucet ¢isel v l'ubovolnom riadku alebo stipci je rovnaky.

Uloha 34 (KMS 10/11-Z2-14). Mnozina X ma 56 prvkov. Najdite najmensie prirodzené n také, Ze plati
nasledovné tvrdenie: Ak vyberieme Tubovolnych 15 podmnozin X takych, Ze pocet prvkov zjednotenia I'u-
bovolnych sedem z nich je aspon n, potom z tychto 15 podmnozin ur¢ite vieme vybrat tri s neprazdnym
prienikom.
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Napovedy k rieSeniam

10.

11.

12.

Sporom. Pri odstraneni hrany vieme dostat len dva komponenty stvislosti. Aké podmienky musia
tieto podmienky spliat? Ukazte, Ze taky komponent ako graf nemoze existovat. Pride vhod vyuzit
vztah medzi stuphami a hranami v bipartitnom grafe. Pre vrchol to neplati.

Alternativne vobec nepotrebujete predpoklad o bipartitnosti. Len si povedzte, akil Speciilnu
vlastnost ma savisly 4-regularny graf.

Pozrite si hint k predoglej ulohe. Tvrdenie sa da4 podobne dokazat aj pre odstranenie vrchola.

e Najdite vhodné poradie, v ktorom by ste rozdéavali detom darceky tak, aby sa ni¢ nepokazilo.

e Precislujte si deti tak, aby platilo d; < ds < --- < d,. Sporom ukazte, ze pre kazdé i (1 < i < n)
plati d; > i, ¢o zaruduje, Ze i-te dieta bude mat vzdy aspon jeden daréek volny.

Opiste sposob, ako I'ubovolni kostru viete transformovat na kostru podla zadania. Teda ako
mimo nej rusit kruznice. Alternativne si sta¢i uvedomit, Ze vyhovuje kostra najdené istym pre-
hladavanim grafu.

Najdite vhodny medzikrok, ktory dokazat. Ako by mohla vyzerat posledna uvaha? Ukézte, Ze
tam je Kp1.

Né4jdite vhodnu lokalnu upravu, ktorou sa viete priblizovat k rieSeniu. Napr. ak maéate kliku a
mimo nej hranu, tak mozno néjst vacsiu kliku (pozor, nie je zarucené, ze mozno kliku zvacsit).

Reprezentujte si situaciu grafom. Vrcholy st riadky a stipce, teda m+n vrcholov. Hranou spojime
vrchol riadku ¢ a vrchol stipca j prave vtedy, ak mrezovy bod v i-tom riadku a j-tom slpci je
Cerveny. Toto je pomerne Standardny sposob reprezentéicie bodov / poli¢ok v mriezke pomocou
grafu.

Hamiltonovska kruZnica sa hlada tazko. Preto si definujte graf tak, Ze skiimané n-tice buda jeho
hrany a hladajte Eulerovsky tah. (Orientovany.)

Rozdelte na parny a neparny pripad a indukcia na pocet hran.

e Na horny odhad vieme vyuzit tvrdenie o stromoch — graf bez cyklu vie mat najviac o 1 hranu
menej ako pocet vrcholov. Na aky graf by sme chceeli toto tvrdenie vyuzit?

e Kedze vieme ziskat odhad na pocet hran, tak chceme, aby ¢ervené policka predstavovali hrany
grafu. Chceme teda najst dva parametre, ktoré uréuja policko tabulky. Riadok a stipec to viak
byt nechce — potrebujeme, aby susednost hran korespondovali s pohybmi strelca.

e Spravny graf je bipartitny, ktoré méa diagonély jednym smerom ako jednu particiu a druhu
particiu pre druhy smer diagonél.

e Ak vam chyba este znizit odhad o 1, tak si uvedomte, Ze strelci st ¢ierni a biely. Graf teda
nemoze byt savisly.

Pouzite indukciu. Nevychadza? Povedzte si, ¢o to znamena a uvedomte si, ze vim do dava
dostatok informaécii na dokonéenie tlohy.

Horny odhad: Reprezentujte si situdciu priamodiaro ako graf (policka st vrcholy) a vyuzite odhad
pre pocet hran bez cyklu.

Konstrukcia: Priamociary odhad naozaj ide dosiahnut. Vyuzite, Ze rozmer je mocnina dvojky-ish,
na ¢om sa dobre robi indukcia.
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13.

14.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

23.

24.

Najdite vhodnua vlastnost grafu, ktoru viete tymito operaciou znizovat.

KedZe operacia znizuje pocet hran, tak staci zarucit, aby sme ju vzdy vedeli vykonat. Zjavne
nechceme nikdy dostat izolovani kliku. Vieme sa jej vyhnat? Sa eSte iné veci, o ktoré treba
dat?

Iba vyhybat sa izolovanym klikim nestaci. Izolované cykly s tiez problematické. Sikovnou
podmienkou na kontrolu je pritomnost vrchola neparneho stupina v kazdom komponente. To
nédm uz spolu s vyltcenim izolovanej kliky stadi.

Hinty vedid k jednému rieSeniu. Existuje eSte jeden, ktory dokazuje vSeobecnejSie tvrdenie a
hinty zatial k nemu nie st. Hrany takéhoto grafu mozno ofarbit tromi farbami, tak aby susedné
hrany mali roznu farbu. Co nam vznikne, ked si vezmeme dve z farieb?

Takychto farbeni vie byt pomere vela. Dve farby vytvaraju sadu niekolkych kruZnic, ktoré
pokryvaju v8etky vrcholy. Pokial nejde o jednu (teda hamiltonovski) kruznicu, tak vieme v
jednej z kruznic vymenit prehodit farby a dostat iné farbenie. Toto nam vie nie¢o prezradit o
pocte vetkych farbeni. D4 sa pritom pohrat s paritou.

Moze byt graf stvisly? Kolko komponentov stvislosti moZze obsahovat?

Dokazte, ze graf G s k komponentmi obsahuje asponi |V (G)| — k hran. Premyslite si, Ze z
jedného komponentu vieme vzdy vybrat hladana dvojicu hracov.

Nie, nie je to mozné vzdy. Staci teda najst vhodny protipriklad.

Nazvime hranu medzi vrcholmi A, B mostom, ak po jej odstraneni uz nebude existovat cesta
medzi vrcholmi A, B. Ukazte, Ze ak medzi kamaratmi A, B je most, tak musia ist spolu do
¢lna. Ak teda sa niekto nachadza v dvoch mostoch, tak rozdelenie do ¢lnov nie je moZné.

Moézete skusit indukciu. Ako alternativa si mdzete uvedomit, Ze hrany navySe vam neprekazaju.
Spravte z grafu stromy a rozdelte ich do skupin.

Moze sa stat, Zeby niekto poznal menej ako n — 2 Tudi?
Kazdy pozné prave n — 2 Tudi. VyuzZite Vetu 7?7 obmedzenie moznych n.

Pre parne n, ktoré nam ostant, existuje len jeden graf, ktory splita podmienky zo zadania.
Staci teda c) ukazat prei.

Vsimnite si, ze 6 je parne ¢islo.

Graf veducich je Eulerovsky a stvisly (nezabudnite dokazat aj to). Ak si veduci posla ly-
7icku 4-krat po Eulerovskom tahu, tak kazdy zje 12 porcii. Alternativne, je takyto graf aj
hamiltonovsky podla Diracovej vety.

Vsimnite si, Ze 33558 = 42 - 47 - 17. Skuste na zdklade toho urcit, ako by mohli vyzerat farby
na POKEC-i.

Kazdému profilu na POKEC-i prirad'te farbu zlozent z troch zloziek podla toho, aké farby
mal na povodnych sietiach. Napr. ak mal zelent na Facebooku, ¢erventi na Hangouts a zelent
na Slacku, tak na POKECI-i bude mat zeleno-Cerveno-zelent (ktora je rozna od zeleno-zeleno-
Cervenej, teda na poradi nam zaleZi).

Vyuzite eulerovu vetu. Vyjde len jedno ¢&islo.
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26.

27.

29.

30.

31.

32.

33.

7 najdlh8ej cesty najdite dve dotykajice sa kruznice a uvazujte o paritach.

Zoberte najmensi cyklus ako jednu skupinu. Ak méa aspon 5 vrcholov, je to zjavne OK. Ak ma
menej a nie je OK, priberte donho d'alsie vrcholy, nie je vela moznosti, ako moZe vyzerat situécia.

Ktoré = € {1,2,...,n} st nevyhovujuce? Také, pre ktoré existuju dve mnoziny A;, A;, pre
ktoré plati A; = Aj — {«}. Takéto dvojice mnozin si mozete zaznacit do grafu. Co o fiom viete
povedat? Co chcete ukazat?

Pre kazdé = zazna¢me do hranu len jednu hranu. UkaZte, Ze takyto graf nemoze mat cyklus.
Preto modze mat hran najviac n — 1 a mame volné x.

Zadané rozdelenie trojuholnika moZno priamo reprezentovat planarnym grafom, kde kazda z n
oblasti je trojuholnikova kazdy vrchol ma rovnaky stupen. Kolko mé vrcholov a kolko hran?

Pocet vrcholov viete vyjadrit pomocou ich stupia d. Premenné n a d dajte do vztahu pomocou
Eulerovej vety pre planarne grafy. Z toho urcéte podmienky pre n, d.

KedZe chceme farbit nejaké biele policka, tak sa nam oplati z nich vytvorit graf. Hranou
spojime tie policka, ktort maju mat réznu farbu. Pri ¢iernych polickach, ktoré susedia so
Styrmi bielymi polickami mame viac moznosti, ktoré budi mat réznu farbu. Vyberte si tak,
aby sme dostali pekny graf, ktory pdjde ofarbit dvomi farbami.

Chceme dostat bipartitny graf, teda graf bez kruznice neparnej dlzky. Vyberte taky graf, aby
bol planarny. Ukazte, Zze v kazdom jeho cykle musi byt parny pocet Sikmych, vodorovnych aj
zvislych hréan.

Vezmime si vrchol v, ktory lezi na jednej z najkratsich okruznych ciest. Prehladajme z tohto
vrchola graf do Sirky, dostaneme kostru. Aka je vyska tohto stromu (kolko mé poschodi)?
Zvaizte, ako mozu byt vrcholy v kostre prepojené hranami, ktoré do tejto kostry nepatria.

Kostra z predoglého navodu ma d poschodi. Nekostrové hrany mozu spajat len vrcholy na spod-
nom poschodi. Ukazte, Ze vrcholy v spodnom poschodi majua rovnaky stupeii ako v (,koren*
kostry).

Opakovanim tohto postupu pre iny vhodny koreni dostéavajte dalgie a dalgie vrcholy s tym
istym stupfiom a preneste toto na cely graf.

Ako vyzeraju vektory, ktorych sucet je nulovy? Vytvoria ndm orientovany graf. Aky?

Vytvoria orientovany graf, ktorého kazdy komponent savislosti je Eulerovsky (teda do kazdého
vrchola vchéadza rovnako vela hran ako vychadza). No graf, ktorého vrcholy su policka Stvorca,
toto nesplita. No napriek tomu mozno vyuzit nejaky iny graf, ktorého komponenty Eulerovské
budu. Skuste pohladat na to vhodné parne ¢islo.

Aky je stdet &isel v jednom stlpci? Kol'ko vektorov v danom stipci konéi a kolko zacina?

Spravime si teda orientovany graf, ktorého vrcholy st stlpce a vektory nam spravia hrany
(niektoré hrany mozu byt aj nasobné alebo aj slucky). Co nam tento graf povie o sucte vSetkych
vektorov? Ten eSte nemusi byt nulovy, ale povie nam dostato¢ne vela na to, aby zopakovanim
uvahy pre riadky nulovy sucet dostaneme.

10
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34.

Pre lepsie zoznamenie s tlohou odporucéame ukazat, ze n = 0 nevyhovuje a n = 56 vyho-
vuje. Pri ukazovani, Ze n nevyhovuje nam staci ndjst vhodnd 15-ticu podmnozin X — takéto
podmnoziny budeme nazyvat sporné. Co viete povedat o spornych mnozinéch?

Ukézte, ze sporné mnoziny mozno (pre dané n) prerobit tak, ze kazdy prvok z X je v prave
dvoch mnozinach. Ako uchopit tuto informéciu dalej?

KedZe je v prave dvoch mnozinach, vieme si definovat graf s nasobnymi hranami, kde kazdy
prvok z X reprezentujeme ako hranu, ktora spaja dve zo spornych mnozin (¢o st nase vrcholy),
v ktorych sa nachédza.

Kedze nas graf mé 15 vrcholov a 56 hran, tak jeho minimélny stupeni je najviac 7. Odhadnite
stupen vrchola v aj pomocou n. Odhad o ¢om nam déava podmienka, Ze zjednotenie I'ubovol-
nych 7 mnozin mé aspon n prvkov?

Kol'ko hran sa moéze nachadzat v 8-mici vrcholov? V grafe bez nejakého fixného vrcholu v je
56 — deg(v). Najdite odhad pre tento pocet na zaklade 8-mic.

11



	Prehľad užitočných tvrdení o grafoch
	Úlohy na prednášku

