Geometria trojuholnika
Jozef Rajnik, Letné sustredenie KMS ALFA 16. — 23. 6. 2019, Zlaté kopyto

Nasledujice tlohy st o zdkladnych tvrdeniach, ktoré platia v trojuholniku. Ich vyrieSenie je dobrym cvi¢enim.
Ich znalost je uZzitoénd pri rieSeni zloZitejsich tloh — vie ndm poméct, ak si spomenieme, Ze tento bezny uhol
m4é presne takd velkost, ktord sme niekde inde dostali a pod. MoZeme tak robif viésie myslienkové kroky pri
hladan{ riesenia.

Vsetky nasledovné tlohy pracuju s trojuholnikom ABC'. Pouzivame v iom Standardni notéciu:

e O je stred opisanej kruzince.

I je stred vpisanej kruzince.
e H je priesecnik vysok (ortocentrum).

Vnutorné uhly oznacujeme «, 3, v a diZky stran oznacujeme a, b, c.

V niektorych tlohdch sa vyskytuje pripisand kruZinica k strane BC' trojuholnika ABC'. To je takd kruzinca,
ktord sa nachddza mimo trojuholnika ABC, dotyka strany BC a priamok AB, AC. Jej stred ndjdeme podobne
ako stred vpisanej kruznice: lezi na prieseéniku osi vnitorného uhla BAC' a osi vonkajsich uhlov ABC a AC'B.

V mnohych tlohidch méme uréit velkost nejakého uhla alebo dizku strany. Urcujte tieto hodnoty pomocou stran
a uhlov trojuholnika ABC.

1 Zakladné pozorovania

Vpisana kruznica

Uloha 1.1. Nech K je prieseénik osi uhla BAC so stranou BC. Uréte velkost uhlov AKB a AKC.
Uloha 1.2. Urécte velkosti uhlov AIB, BIC, CIA.

Uloha 1.3. Nech X = AINBC,Y = BINCA a Z = CIN AB. Uréte velkosti uhlov BIX, XIC, CIY,YIA,
AlZ, ZIB.

Uloha 1.4. Nech r je polomer kruznice vpisanej trojuholniku ABC' a s je polovica jeho obvodu. Dokézte, ze
pre jeho obsah plati S = sr.

Uloha 1.5. Nech K , L, M st postupne body dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC' so stranami BC),
CA, AB. Dokazte, ze priamky AI a LM su na seba kolmé.

Uloha 1.6. Nech K, L, M st postupne body dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC' so stranami BC,
CA, AB. Urcte dlzky useciek BK, KC, CL, LA, AM, M B.

Uloha 1.7. Nech K . L, M st postupne body dotyku kruznice pripisanej k strane BC trojuholnika ABC' s
priamkami BC, CA, AB. Urcte dlzky tuseciek BK, KC, CL, LA, AM, M B.

Uloha 1.8. Nech D je bod dotyku kruznice vpisanej so stranou BC', F' bod dotyku kruznice pripisanej k strane
BC so stranou BC' a nech DF je priemer kruznice vpisanej ABC. Dokazte, ze

a) body A, E, F lezia na priamke;
b) |BD| = |FC|.

Opisana kruznica a tetivové stvoruholniky

,Podstatou kazdého geometrického problému je najit“

Uloha 1.9. Uréte velkosti uhlov AOB, BOC a COA.



Uloha 1.10. Uréte polomer R kruZnice opisanej trojuholniku ABC.

Uloha 1.11. Nech P4, Pg a Pg oznacuji postupne péty vysok na strany BC, CA a AB trojuholnika ABC.
Dokézte, ze stvorice bodov (B,C, Pg, Pc), (C, A, Pc,Pa), (A, B, P4, Pg), (A,Pg,Pc,H), (B,Pc,Ps,H) a
(C, Pa, Pg, H) lezia na kruzniciach (kazda $tvorica na nejakej, nemusia to byt tie isté kruznice).

Vysky
Uloha 1.12. Dokazte, ze priamky AO a AH s osovo stimerné podla priamky AI.

Uloha 1.13. Nech D, E a F oznacuju postupne pity vysok na strany BC, CA a AB trojuholnika ABC'. Urcte
velkosti uhlov AHE, BHF a CHD.

2 Svrkov a antisvrékov bod

Uloha 2.1. Nech E4 je stred kruzince pripisanej k strane BC. Dokéazte, ze body I, B, C, E 4 lezia na kruznici.

Uloha 2.2. Dokdite, ze os strany BC a os uhla BAC sa pretinaji na kruznici opisanej trojuholniku ABC,
presnejsie v strede oblika BC, ktory neobsahuje bod A.

Pozndmka. Ich spoloény prieseénik sa neformélne v komunite Gesko-slovenskych matematikov nazyva Svrcékov
bod (presnejsie Svrckov bod prislichajici k strane a) a znaci sa S, resp. Sa.

Uloha 2.3. Dokazte, ze os strany BC a os uhla vonkajsiecho uhla BAC sa pretinaji na kruznici opisanej
trojuholniku ABC, presnejsie v strede obluka BC, ktory obsahuje bod A.

Pozndamka. Ich spolo¢ny priese¢nik sa eSte menej formalnejsie v komunite ¢esko-slovenskych matematikov nazyva
Antisvrékov bod (presnejsie Antivrékov bod prislichajici k strane a) a znaci sa N, resp. N4.

Uloha 2.4. Dokézte, ze stred kruznice cez body I, B, C, E4 z ﬁlohyje Sa.

Uloha 2.5. Nech D, E, F st postupne pity vysok trojuholnika ABC na strany a, b, c. Dokazte, ze H je stred
kruznice vpisanej trojuholniku DEF'.

Uloha 2.6. V ostrouhlom trojuholniku ABC' ozna¢me D pétu vysky na stranu BC' a P, @, R, S postupne
péty kolmic z bodu D na priamky AB, AC, BH, CH.

a) Dokézte, ze body B, C, P, Q lezia na jednej kruznici.

b) Dokézte, ze body P, @, R, S lezia na jednej priamke.

Uloha 2.7. Nech K, L, M su postupne body dotyku vpisanej kruznice so stranami BC, CA, AB. Nech P je
priese¢nik C'I a LM. Dokéazte, ze body B, K, I, P, M lezia na kruznici.

Uloha 2.8. Uvazujme vsetky trojuholniky s pevnou opisanou a vpisanou kruznicou. Dokazte, ze trojuholniky
z ich anti§vrékov maji pevné tazisko.

3 Ijlohy na aplikaciu poznatkov

Uloha 3.1. Zostrojte trojuholnik ABC, ak poznéte jeho obvod, velkost uhla ABC a polomer kruZnice pripisanej
k strane BC.

Uloha 3.2. V pravouhlom trojuholniku ABC s pravym uhlom pri vrchole A je M péta kolmice z bodu A na
stranu a. Body K, L lezia postupne na strandch AC, AB, tak, ze plati 2|CK| = |AK| a 2|AL| = |BL|. Doké&ite,
ze body K, A, L, M lezia na kruZznici.

Uloha 3.3 (64MO-A-I-5). V danom trojuholniku ABC' ozna¢me D bod dotyku kruznice vpisanej so stranou
BC'. Kruznica vpisana trojuholniku ABD sa dotyka strén AB a BD v bodoch K a L. Kruznica vpisand
trojuholniku ADC' sa dotyka stran DC' a AC v bodoch M a N. Dokézte, ze body K, L, M, N lezia na jednej

kruznici.



Uloha 3.4 (63MO-A-I-3). Ozna¢me [ stred kruznice vpisanej do daného trojuholnika ABC'. Predpokladajme,
ze kolmica na priamku CI vedend bodom I pretina priamku AB v bode M. Dokéazte, ze kruznica opisand
trojuholniku ABC pretina tsecku CM v jej vnutornom bode N a ze priamky NI a MC' st na seba kolmé.

Uloha 3.5 (IMO Shortlist 2005). V trojuholniku ABC, v ktorom plati |AB| 4+ |BC| = 3|AC| sa vpisand
kruznica so stredom v bode I dotyka strén AB a BC postupne v bodoch D, E. Nech K, L st postupne obrazy
bodov D, E v stredovej simernosti so stredom I. Dokazte, ze Stvoruholnik ACK L je tetivovy.

Uloha 3.6 (Matematicky naboj 2017m 21). Méme kruznicu k so stredom M a priemerom AB. Body C a D
lezia na kruznici k tak, ze plati AC L DM a |<M AC| = 56°. Zistite velkost ostrého uhla medzi priamkami AC
a BD v stupnoch.

Uloha 3.7. Svrékovym bodom S4 v trojuholniku ABC vedieme polpriamky p a g, ktoré pretni stranu BC
postupne v bodoch X a Y a kruznicu opisanu trojuholniku ABC pretnt postupne v bodoch Z a W. Dokazte,
ze body X, Y, Z, W lezia na jednej kruznici.

Uloha 3.8. Je dany trojuholnik ABC' s opisanou kruznicou k. Kruznica [ sa dotyka zvnitra kruznice k v bode
A a strany BC' sa dotyka v bode D. Dokazte, ze AD je os uhla BAC.

Uloha 3.9. Kruznice k; a ks sa dotykaju zvonka v bode T a obe sa dotykaju zvnitra kruznice k postupne v
bodoch R a S. Nech @ je druhy priesecnik priamky RT a kruznice k. Dokdzte, ze |<@QST| = 90°.

Uloha 3.10 (KMS 2016/17, 3. letnd séria, 9). S nie je uzndvanym carodejnikom Krajiny osi 6s len tak pre
ni¢ za ni¢. Je majstrom v ¢arovani osi. Jeho najsilnejsie kizlo pozostava z trojuholnika ABC. Os uhla CAB
pretina stranu BC' v bode L a os uhla CBA pretina stranu AC' v bode K. Os tisecky (teda os osi) BK pretina
priamku AL v bode M. Bod N lezi na priamke BK tak, ze priamky LN a MK st rovnobezné. Dokazte, ze
|LN| = |NA|.

Uloha 3.11 (IMO 2006). Nech ABC je trojuholnik so stredom vpisanej kruznice I. Vnutri trojuholnika ABC
lezi bod P, pre ktory plati
|<PBA| + |<PCA| = |<PBC| + |[<«PCB]|.

Ukézte, 7e plati |AP| > |AI|, pricom rovnost nastdva prave vtedy, ked P = I.

Uloha 3.12 (IMO 2002). Nech BC je priemer kruznice w so stredom v bode O. Nech A je bod na kruznici
w taky, ze |[<AOB| < 120°. Nech D je stred obliika AB kruznice w, ktory neobsahuje bod C. Dalej priamka
vedend cez bod O rovnobeznd so stranou DA pretina priamku AC v bode I a os tsecky OA pretina kruznicu
w v bodoch E a F. Dokazte, ze I je stred vpisanej kruznice trojuholniku DEF'.

Uloha 3.13 (IMO 2004). Nech ABC je ostrouhly trojuholnik, v ktorom |AB| # |AC|. Kruznica nad priemerom
BC pretina strany AB a AC postupne v bodoch M a N. Ozna¢me ako O stred strany BC. Vnitorné osi uhlov
BAC a MON sa pretinaji v bode R. Dokézte, ze kruznice opisané trojuholnikom BM R a C N R sa druhykrat
pretinaju na strane BC.

Uloha 3.14 (IMO 1992). V rovine je dand kruznica k, priamka p, ktord sa jej dotyka, a bod M leziaci na
priamke p. Njdite mnozinu vsetkych bodov A takych, pre ktoré existuji body B, C leziace na priamke p také,
ze M je stredom usecky BC a k je kruznica vpasand trojuholniku ABC.

Uloha 3.15 (USAMO 1999). Nech ABCD je rovnoramenny lichobeznik s AB || C'D. Kruznica vpisana troju-
holniku BC'D sa dotyka strany C'D v bode F. Nech F' je bod na osi (vnitorného) uhla DAC taky, ze EF L CD.
Nech kruznica opisand trojuholniku AC'F pretina priamku C'D v bodoch C a G. Dokézte, ze trojuholnik AFG
je rovnoramenny.

Uloha 3.16 (MO 62-A-IIT). V rovnobezniku ABCD so stredom S ozna¢me I stred kruznice vpisanej troju-
holniku ABD a T bod jej dotyku s uhloprieckou BD. Dokazte, ze priamky I.S a CT' st rovnobezné.

Uloha 3.17 (64MO-A-I-5). V danom trojuholniku ABC ozna¢me D bod dotyku kruznice vpisanej so stranou
BC. Kruznica vpisana trojuholniku ABD sa dotyka stran AB a BD v bodoch K a L. Kruznica vpisand
trojuholniku ADC' sa dotyka stran DC' a AC' v bodoch M a N. Dokézte, ze body K, L, M, N lezia na jednej
kruznici.

Uloha 3.18 (63MO-A-I-3). Oznacme I stred kruznice vpisanej do daného trojuholnika ABC'". Predpokladajme,
ze kolmica na priamku CI vedend bodom [ pretina priamku AB v bode M. Dokézte, ze kruznica opisand
trojuholniku ABC pretina tusecku C'M v jej vntutornom bode N a ze priamky NI a M C st na seba kolmé.



4 Dalsie uzitoéné tvrdenia (aj pokroécilé)
Izogonaly

V dlohe sme nagli dve priamy, ktoré st osovo stimerné podla osi uhla BAC. Takéto dve priamky sa nazyvaji
izogondlne vzhladom k uhlu BAC a maju tiez zaujimavé vlastnosti.

Uloha 4.1. Dokéite, Ze izogondlne priamky vzhladom k uhlu BAC v trojuholniku ABC pretinajd kruZnicu
jemu opisant v bodoch réznych od bodu A, ktoré st osovo symetrické podla osi usecky BC.

Dalsou zaujimavou dvojicou izogonalnych priamok je faznica a jej obraz v osovej simernosti podla osi uhla
BAC, ktory sa nazyva symedidna. Jednu jej peknti vlastnost ilustruje nasledovné tloha
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Naznaky rieseni

1.1 Dopocitanim z trojuholnikov dostaneme |<<AK B| = 180° —«a/2— 3 = a/2++, podobne |[<AKC| = o /24 .
1.2 90° + «/2, 90° + 8/2, 90° + ~/2.

1.3 |<BIX|=|<YIA| = ¢ + £ a zvysné analogicky.

1.4 Osi uhla od vrcholu po I rozdelia AABC na tri trojuholniky s vyskou r. Ich strany pozname.

1.5 AAIM = NAIL (spoloéna strana AI a zhodné uhly). Preto |[AM| = |AL| a z rovnoramenného AAML
méme [LAML| =90° — /2.

1.6 Vyuzite, ze ak mame dve pretinajice sa doty¢nice k jednej kruznici, tak vzdialenosti od ich prieniku k
bodom dotyku st rovnaké. Mame teda tri nezname vzdialenosti, zostavte pre ne stustavu troch rovnic.
_btc—a c+a—>b a+b—c

5 |BM|=[BK|=—F—, [CK|=|CL|=—

|AL| = |AM| :

1.7 Podobne ako v predchadzajicej tlohe

b b— —b
%ﬂ, \BM| = |BK| = “2—¢ \CK|:|CL|:%,

|AL| = |AM| = :

1.8 Uvazujte rovnolahlost so stredom v bode A, ktord zobrazi vpisant kruznicu na pripisant. Cast b) vyjde
priamociaro z predchddzajicich vysledkov.

1.9 Vyuzite obvodovy a stredovy uhol. Uhly vyjdu 2v, 2« a 20.
1.10 Z pravouhlého trojuholnika AOS, (S4 je stred strany a): R = a/(2sina). Ak ho vyjadrime pomocou

~ a ’ z Y 7z ’ z
zvysnych stran, dostavame rovnost znamu ako sinusovd veta:

a b c

sina  sinf siny’

1.11 Su to talesové kruznice vdaka pravym uhlom pri pitdch vysok.

1.12 Vsimnite si, ze [<BAH| = |<CAO| = 90° — g.

1.13 |[<AHE| =~ |<BHF|=q«, |<CHD| = p.

2.1 Osi vonkajsieho a vnitorného uhla si na seba kolmé (BI L BEy). Ide teda o télesovu kruznicu.

2.2 Nech sa v S pretinaji os BC a kruznica opisand ABCV. Rovnaké uhly z rovnoramenného trojuholnika SBC'
sa cez obvodové uhly prenesi na |<SAB| = |SAC|, teda SA je os uhla pri A.

2.3 Analogicky ako v predchidzajiicej tlohe: |[<NAC| = |<NBC| = 90° — a/2.
2.4 Dokézte, ze |SaI| = |SaB| prostym vyuhlenim: |<t(SoBI| = |<<SAIB].

2.5 Stacf ukazat, ze DH je os uhla FDE. VyuZijeme, tetivové stvoruholniky BDHF a CDHE (dloha|l.11)) a
uhly okolo H (iloha|l.13)). Dostaneme |<F'DB| = |[<EDC| = «.

2.6 APDQ je tetivovy Stvoruholnik, preto v = |[<Q DA| = |[<APQ)|. Z toho méme a). Navyse |[<Q PD| = 90°—~.
Z tetivovosti BDPR zas |[<RPD| = |<RBD| = 90° — 4. Z toho si P, R, Q na priamke. Zo symetrie aj P, S,
Q.



2.7 Body B, K, I, M lezia na talesovej kruznici nad BI. To, ze tam lez{ aj P vyjde po vyjadreni |<CPL| = /2
a naslednej vety o obvodovom uhle (ak P je vnitri AABC), resp. protilahlych uhloch v kruznici (ak je P vonku),
resp. P = M. Treba si dat pozor na rozliSenie tychto pripadov.

3.3 Ukéazte, ze osi stran stvoruholnika K LM N sa pretinaji v jednom bode — vyuzite pri tom vzdialenosti od
vrchola k bodom dotyku. Osi KL a M N st osi uhol 8 a v. Na to staéi ukéazat, ze D je stred LM.

3.4 Kruznica BIC (t. j. kruznica prechddzajiica tymito troma bodmi) m4 sa stred vo Svrékovom bode, teda
sa dotyka priamky M. Podobne, sa jej dotyka tdlesova kruznica nad priemerom AI. Oznac¢me jej priesecnik s
kruznicou ABC ako N’. Primaky BC, M I a AN’ st chorddly kruznic ABC, BIC a AIN’. Z toho vyplyva, ze
N' = N.

3.5 Nech F' = CK N AB, G = AL N BC, spocitajte, ze |BE| = |BD| = |AC| = |AF| = |CG|. Doublite s
vyuzitim uhlov v rovnoramennych trojuholnikoch ACG a ACF.

3.14 Nech D je bod dotyku k a p, nech D’ je jeho obraz v stredovej simernosti cez stred M a nech DF je
priemer k. Podla lemy ?? musi D’ lezat na priamke AF. Vsetky body na na polpriamke opa¢nej k F D’ bez
bodu F vyhovuju.

3.15 Nech H je bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ACD so stranou CD. Podla lemy ?? je tak E bod
dotyku pripisanej kruznice, a ndsledne F musi byt jej stredom. Dalej sa len vyuhli.

3.17 Ukazte, ze osi stran stvoruholnika K LM N sa pretinaju v jednom bode — vyuzite pri tom vzdialenosti od
vrchola k bodom dotyku. Osi KL a MN st osi uhol 8 a v. Na to staéi ukéazat, ze D je stred LM.

3.18 Kruznica BIC (t. j. kruznica prechddzajica tymito troma bodmi) mé sa stred vo $vrékovom bode, teda
sa dotyka priamky M. Podobne, sa jej dotyka tdlesova kruznica nad priemerom AI. Oznac¢me jej prieseénik s
kruznicou ABC ako N’. Primaky BC, M1 a AN’ st chorddly kruznic ABC, BIC a AIN’. Z toho vyplyva, ze
N’ =N.

4.1 7 izogonalnosti méme |<K AS| = |<LAS)|, teda tetivy KS a SL st rovnako dlhé a KSLS (S je stred BO)
je deltoid — ten mé na seba kolmé uhlopriecky.
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