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Jozef Rajnik

Seminér bol spracovany primarne podla PraSe seridlu Geometrickd zobrazen{ http://mks.mff.cuni.cz/
archive/27/9.pdf.

1 Osova sumernost

Uloha 1.1. V rovine je dand priamka p a body A, B leziace v tej istej polrovine vymedzenej priamkou p.
N§jdite na priamke p bod P taky, ze sicet |AP| + |PB je najmensi mozny.

Uloha 1.2. Na priemere kruznice k zvolime bod M. Tetiva C'D kruznice [ prechddza bodom M a zviera s
priemerom AB uhol 45°. Dokézte, ze hodnota vyrazu |[CM|* + |M D|? nezdvisf na polohe bodu M.

Uloha 1.3. Je dany ostrouhly trojuholnik s prieseénikom vysok H. Dokéite, ze obrazy bodu H v osovych
stimernostiach podla stran trojuholnika ABC leZia na kruZnici jemu opisanej.

Uloha 1.4. Vnitri ostrého uhla s ramenami p, q je dany bod A. N4jdite body P na priamke p a @) na ¢ tak,
aby |AP|+ |PQ| + |QA| bolo ¢o najmensie mozné.

Uloha 1.5. St dané tri zhodné stvorce ako na obrazku. Uréte hodnotu |ZDAE| + |Z/DAF|.

2 Otocenie

Uloha 2.1. Vo stvorci ABCD je dany bod P tak, ze |[PD| =1, |PA| =2 a|PB| = 3. Urcte velkost uhla APD.

Uloha 2.2. Rovnostranny trojuholnik ABC' je vpisany do kruznice k. Na kratSom obliku BC kruznice k lezi
bod P. Dokézte, ze plati |PA| = |PB| + |PC|.

3 Stredova stimernost

Uloha 3.1. KruZnice pretina strany BC', CA, AB trojuholnika ABC postupne v bodoch A; a Ay, By a By, C
a Cy. Ukéazte, ze ak sa kolmice na zodpovedajice strany vedené bodmi Ay, By, Cy, pretinaji v jednom bode,
tak sa v jednom bode pretni aj kolmice na zodpovedajtce strany vedené bodmi As, By, Cs.

Uloha 3.2. Na strane BC' trojuholnika ABC' st dané (nie nutne rézne) body K, L tak, ze |BK| = |C'L|. Pre
ktord polohu bodov K, L je stcet |AK| + |AL| najmens{ mozny?

Uloha 3.3. Ukéite, ze obrazy priese¢nika vySok v stredovych stimernostiach podla stredov strdn daného troj-
uholnika ABC' lezia kruznici opisanej trojuholniku ABC.

Uloha 3.4. Na faznici z vrcholu A trojuholnika ABC' lezi bod X tak, ze plati |OX| = |AB|. Oznac¢me Y
priese¢nik priamky CX a AB. Dokazte, ze trojuholnik AXY je rovnoramenny.

Uloha 3.5. Kruznice k a [ s polomerom 1 sa dotykaji (zvonka) v bode T. Kruznica m s polomerom 2 mé
stred na kruznici k£ a dotyka sa kruznice k v bode B. Dokéazte, ze priamka BT prechddza jednym z prieseénikov
kruznic [ a m.

4 Posunutie

Uloha 4.1. Bod P sa teraz pre zmenu nachddza vnitri rovnobeznika ABCD tak, ze plati |ZAPD|+|/CPB| =
180°. Dokézte, ze |ZCBP| = |£PDC|.

Uloha 4.2. Oznacme postupne A;, By, C; stredy stran BC, CA, AB trojuholnika ABC. Oznac¢me I, Iy,
1. postupne stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABCy, BC1A;, CA1 By a O, Oy, O, stredy kruznic
opisanych tymto trojuholnikom. Dokézte, ze trojuholniky I,IpI. a O,0p0, st zhodné.

Uloha 4.3. Dediny (body) A, B oddeluje rieka, ktorej brehy tvoria dve rovnobezné priamky. Kde méame
postavit most AB, kolmy na brehy rieky, aby cesta AM N B bola ¢o najkratsia?



5 Vsehochut zhodnych zobrazeni

Uloha 5.1 (PraSe 11/12. 1. seridlové séria, tloha 1). Na strane C'D stvorca ABCD je dany bod E. Os uhla
BAF pretina stranu BC' v bode F'. Dokazte, ze |AE| = |BF| + |DE].

Uloha 5.2 (PraSe 11/12. 1. seridlov4 séria, tiloha 2). V rovine st dané body A a B. Uvazujme vietky konvexné
patuholniky ABCDE v jednej polrovine urcenej priamkou AB také, ze ABDE je rovnobeznik a BCD je
rovnoramenny pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole B. Ukézte, ze vSetky kruznice nad priemerom
CFE prechadzaju spoloénym bodom.

6 Rovnolahlost

Rovnolahlost so stredom S a koeficientom k je zobrazenie dané bodom S, tzv. stredom rovnolahlosti a nenulovym
realnym &islom k, koeficientom rovnolahlosti. Oznaguje sa H(S, k). Pre k > 0 kazdy bod X # S roviny zobraz{
na bod X', ktory lez{ na polpriamke SX taky, ze |SX'| = k|SX|. Pre zdporné k bod X' lezi na polpriamke
opaé¢nej SX. Rovnolahlost s kladnym, resp. zdpornym k sa nazyva aj kladnd, resp. zdpornd rovnolahlost.
Rovnolahlost je priklad podobného zobrazenia, t. j. zobrazuje ttvary na s nimi podobné. Nemusi teda za-
chovavat diiky stran, zachovava vsak pomery stran a uhly
Vlastnosti rovnolahlosti (premyslite si, preco platia):

1. Kazd4 rovnolahlost ma prdve jeden samodruzny bod — bod S (ak k # 1, vtedy sd vietky body sa-
modruzné).

2. Obraz priamky je priamka s iou rovnobezna.

Stred rovnolahlosti, bod a jeho obraz leZia na jednej priamke.

- W

Inverznym zobrazenim k rovnolahlosti H (S, k) je rovnolahlost H(S,1/k).

o

Rovnolahlost H(S,—1) je stredov4 stimernost so stredom S.
6. Medzi lubovolnymi dvomi tiseékami existuje prave jedna kladna a prave jedna zdporna rovnolahlost.

7. Existuje rovnolahlost (alebo posunutie) medzi lubovolnymi dvomi podobnymi mnohouholnikmi, ktorych
odpovedajuce strany st rovnobezné.

Rovnolahlost ndm vie dat lepsi ndhlad do niektorych geometrickych tloh. Ak potrebujeme dokdzat, Ze tri
body A, B, C lezia na priamke, moézeme ndjst rovnolahlost so stredom v bode A, v ktorej sa bod B zobrazi
na bod C. Ak je nasou tlohou dokazat, Ze tri priamky AA’, BB’, CC' sa pretinaji v jednom bode, sta¢i ndm
néjst rovnolahlost, v ktorej sa body A, B, C zobrazia postupne na body A’, B’, C'. Tieto priamky potom budu
prechidzat stredom rovnolahlosti.

Rovnolahlost pride vhod pri praci s kruznicami. Ak mame kruznice k, [ s roznymi polomermi, tak existuje
prave jedna zdporna a prave jedna kladna rovnolahlost, ktora zobraz{ kruznicu k na kruznicu [. Stredy tychto
rovnolahlost{ vieme néjst ako prieseéniky spoloénych vonkajsich (pre kladni rovnolahlost) alebo vnitornych
(pre zdpornti) dotyénic. Samozrejme, stred zapornej rovnolahlosti ndjdeme takto len vtedy, ak kruznice nemaji
spolo¢ny bod, ¢o znamend, ze maju spoloéné vnutorné dotycnice.

Obzvlast zaujimavy je pripad, ked sa kruznice k a [ dotykaji. Vtedy je stredom zipornej rovnolahlosti
zobrazujticej k na | bod ich vzdjomného dotyku. T4to rovnolahlost je zdrovei aj uzitoény sposob, ako v tlohe
uchopit dotykajiice sa kruznice.

Ulohy
Uloha 6.1. Dokéite, ze taznice trojuholnika sa pretinaji v jednom bode.

Uloha 6.2. Kruznice k a [ sa zvnitra dotykajui v bode A. Dotyé¢nica v bode B ku kruznici [ pretina kruznicu
k v bodoch C a D. Dokézte, ze priamka AB prechddza stredom obluka C'D neobsahujiceho bod A.

Uloha 6.3. Je dany trojuholnik ABC' s opisanou kruznicou k. Nech [ je kruznica, ktora sa dotyka kruznice k
v bode A a priamky BC sa dotyka v bode D. Dokézte, ze AD je os uhla BAC.



Uloha 6.4. Kruznice k, m, s sa dotykaju priamky ¢ postupne v bodoch K, M, S. Navyse, kruznice k a m sa
zvonka dotykaju v bode A a kruZznice m a s sa zvonka dotykajd v bode B. Dokéazte, ze priamky KA a SB sa
pretinaju na kruznici m.

Uloha 6.5. Je dand kruznica k a na nej bod A. Urcte mnozinu vSetkych stredov useciek AB, kde B # A je
bod kruznice k.

Uloha 6.6. Dve kruznice s roznym polomerom sa pretinaji v bodoch X, Y. Ich spolotné vonkajsie dotyé¢nice
sa pretinaji v bode Z, pricom jedna z nich sa dotyka kruznic k, [ postupne v bodoch P, Q. Dokazte, ze priamka
Z X je dotycnicou kruznice opisanej trojuholniku PQX.

Uloha 6.7. Kruznica k vpisana trojuholniku ABC' sa dotyka strany BC' v bode D. Ozna¢me M bod na kruznici
k taky, ze DM je priemer kruznice k a nech F bod dotyku kruznice pripisanej ku strane BC' so stranou BC.
Dokazte, ze body A, M a FE lezia na priamke.

Uloha 6.8 (60MO-A-II-2). Dany je trojuholnik ABC' s obsahom S. Vnutri trojuholnika, ktorého vrcholmi si
stredy strdn trojuholnika ABC, je Iubovolne zvoleny bod O. Ozna¢me A’, B’, C' postupne obrazy bodov A, B,
C v stredovej stimernosti podla bodu O. Dokazte, Ze Sestuholnik AC’BA’CB’ m4 obsah 25.

[jlgha 6.9. V trojuholniku ABC pretinaji osi vnitornych uhlov opisant kruznicu postupne v bodoch S, Sp
a S¢. Kruznica vpisana trojuholniku ABC' sa dotyka stréan a, b, ¢ postupne v bodoch K, L, M. Dokézte, ze
priamky Sy K, SgpL a ScM prechadzaju jednym bodom.

Uloha 6.10 (PraSe 11/12. 1. seridlovd séria, uloha 3). Je dany trojuholnik ABC'. Ozna¢me T, bod dotyku
kruznice vpisanej trojuholniku ABC' so stranou BC' a E, stred kruznice pripisanej k strane BC. Podobne
definujeme body T}, Ep a T, E. pre strany CA a AB. Dokéazte, ze priamky T,E,, TyEpa T.E. prechadzaju
jednym bodom.

Uloha 6.11. Dané st dve priamky p, ¢ a bod A. Zostrojte kruznicu, ktora sa dotyka priamok p, ¢ a prechadza
bodom A.

Uloha 6.12. Dané si dve priamky p, ¢ a kruznica m. Zostrojte kruznicu, ktora sa dotyka priamok p, g a
kruznice m.

Uloha 6.13 (KMS 05/0672L76/). Kruznice ki, ko sa zvonka dotykaji v bode D. Priamka p sa dotyka kruznic
k1, ko po rade v bodoch A, B. Usecka AC je priemerom kruznice k. Priamka g prechadza cez bod C a dotyka
sa kruznice ko v bode E. Dokazte, ze trojuholnik AC'E je rovnoramenny.

Uloha 6.14 (IMO 1978). V trojuholniku ABC s opisanou kruznicou k, plati |AB| = |AC|. Kruznica I sa dotyka
priamok AB, AC postupne v bodoch P, @ a taktiez sa dotyka kruznice k. Dokazte, ze stred usecky PQ je stred
kruZnice vpisanej trojuholniku ABC.

Uloha 6.15 (IMO 1981). Tri zhodné kruznice sa pretinaji v jednom spoloénom bode O. Kazdé kruznica sa
dotyka dvoch strén trojuholnika ABC' (kazda kruznica inej dvojice stran). Dokdzte, ze bod O, stred vpisanej a
opisanej kruznice trojuholniku ABC' lezia na jednej priamke.

Uloha 6.16 (IMO 1982). Méme nie rovnoramenny trojuholnik Ay As A3 so stranami aq, as, as (a; je oproti A;).
Pre i € {1,2,3} nech M; je stred strany a;, T; bod dotyku kruznice vpisanej trojuholniku A; As A3 so stranou a;
a S; obraz bodu T} v osovej simernosti podla osi vntitorného uhla pri vrchole A;. Dokéazte, Ze priamky M;S;,
M>S5 a M3S3 prechadzaji jednym bodom.

Naznaky rieseni

Riesenia tloh so zdrojom moZno najst na strankach zodpovedajicich olympidad alebo korespondenénych se-
mindrov. Niektoré lohy st vzorovo vyrieSené v spominanom seridli. V pripade zdujmu viem poskytntt riesenie,
napiste mi mail.

1.1 Zobrazte bod B podla priamky p.

1.2 Zobrazte D podla priamky AB na D’ a ukéite, Ze |CD’| je konStantn4.



1.5 Preklopte E podla AD a skimajte trojuholnik AFE’.

2.1 Otocenie so stredom v A o 90°.

2.2 Otocenie zo stredom v bode A o 60°.

3.1 Stredové stimernost podla stredu kruznice. Na¢o sa zobrazia kolmice cez Ay, By, C1?
3.4 Zobrazte X podla stredu tsecky BC na X' a pozrite sa na trojuholnik ABX’.

3.5 Uvazujte stredovi simernost so stredom v bode T'. Polomer SB kruZnice m sa zobrazi na tsecku S’B’.
Pozrite sa na Stvoruholnik SBS’'B’.

4.1 Posuiite bod P o AB do bodu P’, ¢o vravi podmienka |/BP'C|+ |/BPC| = 180° teraz?
4.2 Posuiite trojuholnik BA;C} na trojuholnik CB; A. Co viete povedat o |OpO,lallpI,|?
4.3 Posuiite A o §irku rieky.

6.12 Najdite bod dotyku s kruznicou M a dorieste ako v predchddzajucej tlohe.

6.14 Uvazujte rovnolahlost posielajicu troj. ABC na AB'C’, B'C’ je dotyé¢nica kruznice [. VyuZite polno
podobnych pravouhlych trojuholnikov.

6.15 Nech Sy4, Sp, Sc¢ su stredy tych kruznic. VSimnite si, ze strany trojuholnika S4.5p5S¢ st rovnobezné so
stranami trojuholnika ABC. Staé¢i ukézaf, Ze stred opisanej ABC sa zobrazi na O v rovnolahlosti so stredom
v 1.

6.16 Ukaite, 7e S1S52 || M1 M. Vyuizite, Ze body Ty a T3 st osovo simerné podla osi uhla pri A;. Ukazat, Ze
T31 je osou uhla S11S5. Ide to vyuhlit aj inymi sposobmi.



