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Podrobnejsie o poc¢itani uhlov si mézete precitat nahttps://kms.sk/“mazo/matematika/pocitanieUhlov.
pdf| a v zbierke KMS.

Pripomenme si zédkladné nastroje na pocitanie ulov v kruZniciach.
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To, 7ze styri body A, B, C, D lezia na kruznici (v danom poradi), je ekvivalentné s nasledujicimi
podmienkami.

1. Osi stran AB, BC, CD, DA sa pretinaju v jednom bode (va¢Sinou sa nevyuziva).
2. |9ACB| = |94 ADB]| (obvodové uhly).
3. |[<ABC|+ |4CDA| = 180°.

Uloha 1. Mame dané dve kruznice k a [, ktoré sa pretinaju v bodoch X a Y. Bodom X vedieme
priamku, ktord pretne kruznice k a [ postupne v bodoch A a C. Podobne vedieme priamku aj bodom
Y, ktora pretne kruznice k a [ postupne v bodoch B a D. Dokaze, ze AB || CD.

Uloha 2. Priese¢nik vySok H trojuholnika ABC zobrazime v osovej symetrii podla priamky BC' na
bod H’. Dokézte, ze bod H' lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC.

Uloha 3. Dany je trojuholnik ABC. Dokazte, ze os uhla BAC a os strany BC sa pretinaji na na
kruznici opisanej trojuholniku ABC.

Pozndmka. Tento bod sa zvykne v komunite ¢eskych a slovenskych mamtematikov nazyvat svrckov
bod a oznacuje sa S 4, prip. ¢asto len S (Podla Jaroslava Svréka). Pozor tento nazov vSak nie je ustéleny,
a opravovatelia vaSich rieSeni ho nemusia poznat.

Uloha 4. Dokézte, Ze v predchadzajtcej tlohe plati |SB| = |SI| = |SC|, kde I je stred vpisanej
kruznice trojuholniku ABC.

Uloha 5 (KMS 15/16-Z1-6). JoZo sa ocitol v rigi geometrie. Sotva sa poobzeral a uz ho napadol svojimi
ostrymi uhlami ostrouhly trojuholnik ABC. Bod D je v fiom péta vysky na stranu BC. KruZnica
so stredom v bode D a polomerom |AD)| pretina priamky AB, AC postupne v bodoch P, Q. Aby JoZo
premohol trojuholnik ABC', musi zautoc¢it na jeho podobné trojuholniky. Dokazte, Zze trojuholniky
AQP a ABC st podobné.

Uloha 6 (KMS 12/13-L2-8). Bod O je stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Kruz-
nica k opisana trojuholniku BCO pretina priamky AB, AC postupne v bodoch D, FE (réznych od
B, C). Usetka OG je priemerom kruznice k. Dokazte, ze ADGE je rovnobeznik.
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Uloha 7 (KMS 02/03-1.2-8). Dve kruznice k1 a kg sa pretinaji v dvoch bodoch A a B. Na kruznici
k1 st dalej dané dva rozne body C a D tak, Ze se¢nica BC kruznice ky vytina na kruznici ko dalsi
bod E, podobne se¢nica BD kruznice k1 vytina na kruznici ko bod F'. Dokazte, ze ak si tsecky DF
a C'E rovnako dlhé, tak bod A je rovnako vzdialeny od priamok BC a BF.

Uloha 8. Nech S,, S, a S, st postupne stredy stran a, b a ¢ trojuholnika ABC' a P,, P, a P, st
postupne péty vysSok na strany a, b a c¢. Dokazte, ze body Sq, Sy, Se, Pa, Py, P. lezia na jednej kruznici.

Uloha 9. Nech H je ortocentrum trojuholnika ABC a X, Y, Z st postupne stredy stran AH, BH a
CH. Dokazte, ze body Sg, Sy, S¢, Pa, Py, P., X, Y a Z lezia na jednej kruznici.

Kruznica, ktora sa vyskytovala v predchadzajicich dvoch tlohéach sa vola Feuerbachova kruznice
alebo tiez kruznica deviatich bodov.

Uloha 10 (KMS 05/06-Z2-5). Nech CD a BE st vysky trojuholnika ABC. Dokazte, Ze trojuholniky
ACB a ADE st podobné.

Uloha 11. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me D pétu vysky na stranu BC a P, Q, R, S
postupne péty kolmic z bodu D na priamky AB, AC, BH, CH.

a) Dokazte, ze body B, C, P, Q lezia na jednej kruZnici.
b) Dokazte, ze body P, @, R, S lezia na jednej priamke.

Uloha 12 (KMS 14/15-1.2-6). V kosostvorci KLMN plati |3 KLM| = 40°. Ozna¢me stred strany
LM ako S. Patu kolmice na priamku NS prechadzajicu cez bod K ozna¢me X. Zistite velkost uhla
MXN.

Uloha 13 (KMS 14/15-72-8). Diagonaly AC' a BD tetivového &tvoruholnika ABCD sa pretinaji
v bode P. Bod O je stred opisanej kruznice ABP a H je priese¢nik vysok trojuholnika C'DP. Odklajte
Veroniku a dokazte, Zze body H, P a O lezia na jednej priamke.

Uloha 14 (KMS 16/17-Z1-8). Na obraze sa nachadza trojuholnik ABC s bodom L na strane AC
takym, ze BL je os uhla ABC. Nech M je l'ubovolny vnutorny bod tisecky C'L. Doty¢nica v bode B
ku kruznici opisanej trojuholniku ABC pretina polpriamku C'A v bode P. Doty¢nice cez body B a M
ku kruZnici opisanej trojuholniku BLM sa pretinaju v bode ). DokaZte, Ze priamka PQ) je rovnobezna
s priamkou BL.

Naznaky rieSeni

5 Kedze uhol APQ nemdze byt 3, tak chceme ukazat, ze méa velkost ~. Inymi slovami, ze body BCQP
lezia na kruZnici.
Dopocitajte si stredovy uhol AD(Q. Nezabudnite na konfiguracie.

6 Vyuzite stredovy uhol v trojuholniku ABC: [ BOG| = |[§COG| = a.
Stvoruholniky BOGD a COGE su zo zadania tetivové. Vyuzite to na prenesenie uhla « cez protilahlé
/ obvodové / susedné (poodla konfiguracie) uhly. Ukazte, ze |[SADG| = |4GEA| = 180° — a.

7 Mame dve kruznice, preto sa buda dobre ratat uhly. Vidime nejaké okamzité vztahy medzi uhlami?
(Najlepsie také, ¢o sa daju zakreslit do obrazka bez vypo¢tov, napr. dvojice rovnakych uhlov.) Neza-
budnime: do mdme dokdzat?

Zaujimaji nas vysky v trojuholntkoch CEA a DFA. Co viete o tychto trojuholnikoch povedat?



8 Stac¢i ukéizat, ze bod P, lezi na kruznici s bodmi Sy, Sy, S.. To, Zze tam lezia body Py, P. vyplynie
70 symetrie.

Ukézte, ze |4 SpPySe| = |[4SpSaSe| = .

10 Ako cez uhly popiSeme, Ze dva trojuholniky st podobné? Co presne chceme dokéazat? Z bodov D
aj E vidime tsecku BC pod pravym uhlom.
Co plati pre protilahlé uhly EDB a ECB v $tvoruholniku BCDE?

11 APDQ je tetivovy stvoruholnik, preto vy = |[<QDA| = |<APQ)|. Z toho méme a). Navyse |[<QPD| =
90° — ~. Z tetivovosti BDPR zas |SRPD| = |RBD| = 90° — ~. Z toho st P, R, @ na priamke. Zo
symetrie aj P, S, Q.

12 Najdite v zadani vhodnid kruZnicu, jej stred tam uz méte. Bude treba si nie¢o dokreslit.
Ak si priese¢nik priamky NS s priamokou K L ako P, tak body K, M, P lezia na kruznici (talesovej)
so stredom v bode L. Uhol M X P je obvodovy.

13 Kedze PH 1 CD, staci ukazat, ze OP 1 CD.
Cez obvodové a stredové uhly v dvoch kruziniciach, ¢o tam méate, odvodte 2|<CDB| = | BOP).



