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Tento material je o vpisanej kruznici a veci okolo nej, teda osi uhly, pripisané kruznice, ale aj mnohé iné veci, ktoré
sa objavia v pribuznych konfigurdciach.

1 Prehlad zakladnych tvrdeni

Pocitanie uhlov a dlzok
Konfigurdcie s osami uhlov, vpisanou ¢i pripisanymi kruznicami a podobnymi st velmi priaznivé na poc¢itanie uhlov,
prip. niekedy aj dlzok stran.
Tvrdenie 1. Velkosti uhlov okolo I si:
|[<BIC|=90°+ a/2, |<CTA| =90°+ 5/2, |AIB| = 90° 4+ /2.

Tvrdenie 2. Nech K, L, M su postupne body dotyku kruznice vpisanej trojuholniku ABC so stranami BC, C A,
AB. Potom

:MT_(I’ |BM|=|BK|:l_b, ‘0K|:|CL|:%Z’_C.

|AL| = |AM| :

Dékaz. Dotyénice ku kruznici z rovnakého bodu maji rovnaku dizku (zhodné trojuholniky). Mame tri nezndme dlzky,
tri zndme strany, stustava troch rovnic. O

Tvrdenie 3. Nech K, L, M st postupne body dotyku kruznice pripisanej k strane BC' trojuholnika ABC's priamkami
BC, CA, AB. Potom

b b— —-b
%7 |BM|:|BK|:M, \CK|:|CL|:%,

|AL| = |AM| = :

Priemer vpisanej kruznice

Tvrdenie 4. Nech D a F si postupne body dotyku kruznice vpisanej a kruznice pripisanej k strane BC' trojuholniku
ABC'. Nech DF je priemer vpisanej kruznice. Potom

(i) [BD| = [EC|,
(ii) body A, F, E lezia na jednej priamke.

Dékaz. 1. vyplyva z predchadzajicich liem. V 2. uvazujme rovnolahlost so stredom v A, ktord zobrazuje vpisant
kruznicu na pripisant. V nej sa bod F' zobrazi na FE. O

Svrékov a antisvrékov bod

V trojuholniku ABC' $urckovym bodom prislichajicim k bodu A nazyvame stred oblika BC' kruznice k, ktory neobsa-
huje bod A, oznacujeme ho Sa, skratene S. Antisvrckovgm bodom prislichajicim k bodu A oznacujeme stred oblika
BC obsahujiceho bod A, oznac¢ujeme ho N4, skratene N.

Tvrdenie 5. Os uhla BAC a os tsecky BC' pretinaji vo svrékovom bode Sy4.

Tvrdenie 6. Os vonkajsicho uhla BAC a os tsecky BC' pretinaji v antisvréckovom bode Ny4.
Tvrdenie 7. Body B, C, I, I lezia na kruznici so stredom S4.

Tvrdenie 8. Body B, C, Ig, I¢ lezia na kruznici so stredom Ny4.

Tvrdenie 9. [ je ortocentrum trojuholnika I 4IgIc a kruznica opisané trojuholniku ABC je Feuerbachovou kruznicou
trojuholnika T4 Iplc.

Tvrdenie 10. Svrékovym bodom S4 v trojuholniku ABC vedieme polpriamky p a ¢, ktoré pretni stranu BC' postupne
v bodoch X a Y a kruznicu opisani trojuholniku ABC pretni postupne v bodoch Z a W. Potom body X, Y, Z, W
lezia na jednej kruznici.



Tvrdenie 11 (Japonskd veta). Nech ABCD je tetivovy $tvoruholnik. Potom stredy kruznic vpisanych trojuholnikom
ABC, BCD, CDA, DAB tvoria pravouholnik.

Uloha 1. V trojuholniku ABC' s opisanou kruznicou k sa kruznica [ dotyka zvnutra kruznice k v bode A a strany
BC sa dotyka v bode D. Potom AD je os uhla BAC.

Niekolko exotickych liem

Nasledovné uloha obsahuje celkom peknu konfiguraciu bodov.

Uloha 2 (IMO 1978). V trojuholniku ABC's opisanou kruznicou k, plati |AB| = |AC|. Kruznica [ sa dotyka priamok
AB, AC postupne v bodoch P, @ a taktiez sa dotyka kruznice k. Dokdazte, ze stred tsecky PQ je stred kruznice
vpisanej trojuholniku ABC.

Zaujimavé je, ze trojuholnik ABC v zadani vobec nemusi byt rovnoramenny. Dokonca, stile sa d4 potom tvrdenie
posunit dalej.

Tvrdenie 12. Nech kruznica [ sa dotyka zvnitra kruznice opisanej trojuholniku ABC' a taktiez jeho stran AB, AC
postupne v bodoch P, Q. Potom [ je stred tsecky PQ.

Doékaz. Nech opisand kruznica (oznaéme ju k) a | sa dotykaju v T'. Uvazujme rovnolahlost so stredom v T, ktord
zobrazuje | na k. V nej sa body P, Q zobrazia postupne na S, Sg. Z vety o pascalovom Sestuholniku BACSCTSB
dostavame, ze P, Q, I lezia na priamke. To, Ze je I v strede, je uz zjavné. O

Tvrdenie 13. Nech sa kruznica vpisané trojuholniku ABC dotyka stran BC, C A, AB postupne v bodoch D, E, F
a nech M je stred strany BC. Potom priamky EF, DI a AM prechidzaji jednym bodom.



2 leohy na precvicenie

Uloha 3 (Matematicky ndboj 2017 21). Mame kruznicu k so stredom M a priemerom AB. Body C a D lezia na
kruznici k tak, Ze plati AC 1 DM a |<MAC| = 56°. Zistite velkost ostrého uhla medzi priamkami AC a BD v
stupnoch.

Uloha 4 (Balkan Math olympiad 2024, problem 1). Nech ABC je ostrouhly trojuholnik s |AC| > |AB| a nech D
je prieseénik osi uhla z vrcholu A so stranou BC. Obrazy priamok AB a AC v osovej symetrii podla priamky BC
pretinaji priamky AC a AB postupne v bodoch E a F. Bodom D vedieme priamku, ktord pretne priamky AC a AB
postupne v bodoch G a H tak, ze bod G je vnitornym bodom tsecky AC a bod H je vnitornym bodom tsecky BF'.
Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom EDG a FFDH sa navzajom dotykaju.

Uloha 5 (64MO-A-I-5). V danom trojuholniku ABC ozna¢me D bod dotyku kruznice vpisanej so stranou BC.
Kruznica vpisand trojuholniku ABD sa dotyka stran AB a BD v bodoch K a L. Kruznica vpisand trojuholniku ADC
sa dotyka stran DC' a AC' v bodoch M a N. Dokazte, ze body K, L, M, N lezia na jednej kruznici.

Uloha 6 (IMO Shortlist 2005). V trojuholniku ABC, v ktorom plati |AB| + |BC| = 3|AC| sa vpisané kruznica so
stredom v bode I dotyka stran AB a BC postupne v bodoch D, E. Nech K, L st postupne obrazy bodov D, E v
stredovej simernosti so stredom I. Dokéazte, ze stvoruholnik ACKL je tetivovy.

Uloha 7 (IMO 2006). Nech ABC je trojuholnik so stredom vpisanej kruznice I. Vitri trojuholnika ABC lezi bod
P, pre ktory plati
|<PBA|+ |<PCA| = |<PBC|+ |[<«PCB]|.

Ukézte, 7e plati |AP| > |AI|, pricom rovnost nastdva prave vtedy, ked P = I.

Uloha 8 (MOG68-A-1-5). Zostrojte trojuholnik ABC ak poznate jeho obvod o, polomer g kruznice pripisanej ku strane
B a velkost vysky v na tito stranu. Uved'te diskusiu v zdvislosti od danych dlzok.

Uloha 9 (IMO 1992). V rovine je dand kruznica k, priamka p, ktord sa jej dotyka, a bod M leziaci na priamke p.
N3§jdite mnozinu vsetkych bodov A takych, pre ktoré existuju body B, C leziace na priamke p také, ze M je stredom
usecky BC a k je kruznica vpisand trojuholniku ABC.

Uloha 10. Kruznice k1 a ko sa dotykaju zvonka v bode T a obe sa dotykaji zvnutra kruznice k postupne v bodoch
R a S. Nech Q je druhy prieseénik priamky RT a kruznice k. Dokdzte, ze |<QST| = 90°.

Uloha 11 (Junior Balkan 2010, KMS 16/17-L3-9). Nech ABC je roznostranny trojuholnik. Os uhla CAB pretina
stranu BC' v bode L a os uhla CBA pretina stranu AC' v bode K. Os tsecky (teda os osi) BK pretina priamku AL
v bode M. Bod N lezi na priamke BK tak, ze priamky LN a MK si rovnobezné. Dokdzte, ze |[LN| = |[NA|.

Uloha 12. Uvazujme vsetky trojuholniky s pevnou opisanou a vpisanou kruznicou. Dokézte, ze trojuholniky z ich
antisvrékov maji pevné fazisko.

Uloha 13 (USAMO 1999). Nech ABCD je rovnoramenny lichobeznik s AB || C'D. Kruznica vpisana trojuholniku
BCD sa dotyka strany C'D v bode F. Nech F je bod na osi (vintitorného) uhla DAC taky, ze EF 1 CD. Nech kruznica
opisand trojuholniku ACF pretina priamku C'D v bodoch C' a G. Dokézte, ze trojuholnik AF'G je rovnoramenny.

Uloha 14 (IMO 2002). Nech BC je priemer kruznice w so stredom v bode O. Nech A je bod na kruznici w taky,
ze |[<TAOB| < 120°. Nech D je stred oblika AB kruznice w, ktory neobsahuje bod C. Dalej priamka vedens cez bod
O rovnobeznd so stranou DA pretina priamku AC v bode I a os tusecky OA pretina kruznicu w v bodoch E a F.
Dokazte, ze I je stred vpisanej kruznice trojuholniku DEF.

Uloha 15 (IMO 2004). Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik, v ktorom |AB| # |AC|. Kruznica nad priemerom BC
pretina strany AB a AC postupne v bodoch M a N. Oznaéme ako O stred strany BC'. Vnutorné osi uhlov BAC' a
MON sa pretinaji v bode R. Dokézte, ze kruznice opisané trojuholnikom BM R a C'N R sa druhykrat pretinaju na
strane BC'.

Uloha 16 (IMO Shortlist 2005). Taznica AM trojuholnika ABC pretina jeho vpisanti kruznicu k v bodoch K a L.
Priamky cez body K a L rovnobezné so stranou BC pretinaji kruznicu k& po druhykrat v bodoch X a Y. Priamky
AX a AY pretinaju stranu BC' postupne v bodoch P a Q. Dokézte, ze |[BP| = |CQ).

Uloha 17 (62MO-A-III). V rovnobezniku ABCD so stredom S ozna¢me [ stred kruznice vpisanej trojuholniku ABD
a T bod jej dotyku s uhloprieckou BD. Dokézte, ze priamky I.S a C'T st rovnobezné.

Uloha 18 (63MO-A-I-3). Ozna¢me I stred kruznice vpisanej do daného trojuholnika ABC. Predpokladajme, Ze
kolmica na priamku CI vedend bodom I pretina priamku AB v bode M. Dokézte, ze kruznica opisand trojuholniku
ABC pretina usecku CM v jej vnitornom bode N a ze priamky NI a MC si na seba kolmé.



Uloha 19 (67MO-A-III-3). Dany je trojuholnik ABC. Os uhla pri vrchole A pretina stranu BC' v bode D. Oznaéme
E, F stredy kruZnic opfsanych trojuholnikom ABD, ACD. Aki velkost mdze mat uhol BAC, ak stred kruznice
opisanej trojuholniku AEF lezi na priamke BC?

Uloha 20 (Cina 1999). V trojuholniku ABC, |AB| # |AC|, nech S je stred strany BC' a nech E je bod na taznici
AS. Nech F je pita kolmice z bodu F' na stranu BC' a nech P je bod na tsecke EF. Ozna¢me M, N pity kolmic z

bodu P postupne na strany AB a AC. Dokaite, Ze body M, E, N leZia na priamke préave vtedy, ked P leZi na osi
uhla BAC.

Uloha 21 (iKS 12/13-G5). Nech ABC je trojuholnik s opisanou kruznicou k a nech P je Tubovolny bod na obliku
BC kruznice k, ktory neobsahuje bod A. Ozna¢me I, J postupne stredy kruznic vpisanych trojuholnikom PAB, PAC.
Dokazte, ze ako hybeme s bodom P, tak

a) vsetky kruznice s priemerom IJ prechddzaju spoloénym bodom;
b) vsSetky stredy tuseciek I.J lezia na jednej kruznici;
¢) vsetky kruznice opisané trojuholnikom PI.J majui spoloény bod.

Uloha 22 (KMS 21/22-73-10). Je dany trojuholnik ABC, v ktorom |AB| # |AC|. Stred jeho vpisanej kruznice
oznacme I. Nech D je stred strany BC'. Doty¢nica z bodu D ku vpisanej kruznici (rézna od strany BC) sa jej dotyka
v bode E. Dokazte, ze DI je rovnobezné s AE.

Uloha 23 (Izrael TST 2024). V trojuholniku ABC oznaéime I stred kruznice vpisanej, I4 stred kruznice pripisanej
k strane BC' a D bod jej dotyku so stranou BC. Stred oblika BAC' ozna¢ime N. Priamka NI pretina kruznicu
opisanu trojuholniku ABC podruhykrat v bode T. Stred kruznice opisanej trojuholniku AID oznacime K. Dokézte,
ze priamky T 14 a KI si na seba kolmé.

Uloha 24 (Iran TST 2024). For a right angled triangle AABC with ZA = 90 we have AC' = 2AB. Point M is the
midpoint of side BC' and [ is incenter of triangle AABC' The line passing trough M and perpendicular to BI intersect
with lines BI and AC at points H and K respectively. If the semi-line K cuts circumcircle of triangle AABC at
F and S be the second intersection point of line F'H with circumcircle of triangle AABC' | then prove that SM is
tangent to the incircle of triangle AABC.

Uloha 25 (India IMOTC Day 3 Problem 1). V ostrouhlom trojuholniku ABC s |AB| < |AC| oznacime I stred
vpisanej kruznice a M stred oblika BAC jeho opisanej kruznice. Nech kolmica cez bod A na stranu BC pretina
priamky BI, CI a MI postupne v bodoch P, Q a K. Dokdite, ze taznica trojuholika AIK z bodu A prechidza
stredom kruznice opisanej trojuholniku PIQ.

Uloha 26 (Irdn, 2024 2. kolo U3) V trojuholniku ABC oznatme stred vpisanej kruznice, stred kruznice pripisanej k
strane AC' a stred kruznice pripisanej k strane AB postupne I, K, L. Kolmice na priamku BC cez body B a C pretni
postupne priamky AC a AB v bodoch E a F. Dokéazte, ze kruznice AEF, FIL a EIK prechadzajad jednym bodom.

Literatura

[1] Yufei Zhao: Lemmas in Euclidean Geometry, http://yufeizhao.com/olympiad/geolemmas.pdf
[2] Viacero PraSe materidlov na tému Svrckov bod

[3] Kin Y. Li: Angle Bisectors Bisect Arcs, Mathematical Excalibur, volume 11, no. 2 (2006)


http://yufeizhao.com/olympiad/geolemmas.pdf

	Prehľad základných tvrdení
	Úlohy na precvičenie

