Delitelnost a zvysky po deleni
Jozef Rajnik, 23. 6. 2016, MANGA (Matematika na Gaméi)

O celych éislach a, b hovorime, Ze ¢islo b je delitelné ¢islom a, resp. ¢islo a deli éislo b, ak existuje také celé

¢islo k, pre ktoré plati
b=k-a.

Thito vlastnost vieme zapisat ako b | a.

Napriklad. 5| 20, —12 | 60, —18 | —18.

Zikladné vlastnosti delitelnosti: pre ubovolné celé éisla a, b, ¢, d plati

a | a, Ak ac | bcac#0, tak a | b,
a|0,1]a, Ak d|aad|b, tak aj d | (a+b),
0 | a prave vtedy, ked a = 0, Ak d|aad]|b, tak aj d | (a —b),
Akalbabd|c tak aja|c, Ak d | a, tak aj d | ca,

Ak a|bac]|d, tak aj ac | bd, Akd|atbad]|a,tak d|b.

Délezity odhad, ktory ndm moéze pomoct ziskaf lepsie vztahy o &fslach a, b: Ak b # 0 a a | b, tak |a| < |b].
Dokonca, ak neplati a | b, tak 2|a| < |b].

Pri delitelnosti st doélezité prvoéisla. Prvocislo je také prirodzené &islo, ktoré mé prave dvoch kladnych
delitelov: 1 a samého seba. Jedno z ich vyznamnych pouZiti je, Ze kazdé prirodzené éislo sa d4 jednoznaéne
(aZ na poradie) napisat ako siéin prvocisel. Napr 220 = 2 -2 -5 - 11. Pomocou rozkladu na prvoéisla sa daji
mnohé veci dokdzat alebo si lepsie predstavit. Ak mame dané vieobecne nejaké &islo a, zvykneme je rozklad na
prvocisla zapisovat ako

a=p{t-py?-..opan,
kde p1, p2, ..., pn st prvocisla (vhodne zvolené) a ay, aw, ..., a, st nezdporné celé éisla.

Najvicsi spoloény delitel ¢isel a, b je najviicsie také celé ¢islo d, 7e d | a aj d | b. Oznacujeme ho (a, b).

Ak (a,b) = 1, hovorime, 7e ¢isla a a b st nestdelitelné.

Najmensi spoloény ndsobok ¢isel a, b je najmensie také prirodzeni ¢&islo n, ze a | n a b | n. Oznacujeme ho
nsn(a, b) alebo [a, b].

.....

Teraz mozeme ukézat niekolko délezitych vlastnosti prvoéisel a nesidelitelnych &isel.
e Ak p je prvocislo a p | ab, tak p | a alebo p | b.
e Ak (dya)=1ad|ab, tak d | b.
Ak uvazujeme delitelnost ¢slom d, nie kazdé éfslo je nim delitelné. Avsak kazdé celé éislo a vieme zapisatf v
tvare
a=k-d+ z,
kde k a z st celé ¢isla a z € {0,1,...,d—1}. Pre kazdé a st ¢isla k a z st uréené jednoznacne. Vtedy hovorime,
ze k je celoéiselnsj podiel éisel a a d a z je zvysok &isla a po delent ¢islom d. Matematicky to vieme zapisat:

k=la/d], z=amodd.
Pri zapisovani zvyskov sa vSak stretneme sa este s inym zapisom, ten sa v matematike pouziva Castejsie. Zapisom
a=b (modd)

oznacujeme, 7e ¢isla a a b ddvaju rovnaky zvysok po deleni d. Citame ho aj, ze a je kongruentné s b modulo d.
Rozmyslite si, Ze tiito skutoénost vieme pomocou delitelnosti vyjadrit ako d | a — b. Této definicia moze byt
uzitocna pri réznych dékazoch.

Napriklad. 17mod 5 = 2, 42 mod 6 = 0, —28 mod 5 = 2 (lebo —28 = —6 - 5 + 2.). Tie isté vzfahy mozeme
zapisat aj pomocou kongruenci{ 17 =2 (mod 5), 42 =0 (mod 6), —28 = 2 (mod 5), ale mézeme pomocou nich
zapisat aj 42 = 47 (mod 5), 136 = —44 (mod 9).

Pravidla pre pracu zo zvyskami: Ak amodd = x a bmod d = y, tak

e (a+b)modd = (z +y)modd, resp. a + b=z +y (mod d),
e (a—b)modd = (x —y)modd, resp. a — b=z —y (mod d),
e (a-b)modd = (z-y)modd, resp. a-b=x -y (mod d).

V kongruencidch moZeme krétit, ale len tie &fsla, ktoré si nestidelitelné s ¢islom pola ktorého zvysky uréujeme.
Presnejsie, ak ¢isla ¢ a d st nestdelitelné a c-a = ¢-b (mod d), tak potom platiaja = b (mod d). Pri sidelitelnych
¢islach toto vSak nesmieme spravit: 212 =2-7 (mod 10), ale uz neplati 12 =7 (mod 10).



Ijlohy

Uloha 1. Cisla a, b st nestdelitelné. Ktoré z nasledujicich dvojic &isel st nestudelitelné pre vietky celé &isla a,
b? Svoje tvrdenie dokézte.

a) a+b, ab
b) a? + b2, ab
c)a+b, a—b

d) a3, (a+1)°

Uloha 2. Dokazte, ze pre kazdé celé ¢islo n, je zlomok
2ln+4
14n + 3
v zékladnom tvare. [Medzindrodnd matematickd olympidda 1959, tloha 1]

Uloha 3. Néjdite vietky celé &isla n, pre ktoré n — 3 | n® — 3. [Matamaticky Naboj 2007, loha 31]
Uloha 4. Nech p a g st prvoéisla. Zistite, aky je najvicsi spoloény delitel éisel p + g a p? + ¢2.
Uloha 5. Dokéite, ze vyrazy 23z +y a 19z + 3 st delitelné &islom 50 pre rovnaké dvojice prirodzenych é&isel
z ay. [MO60-C-1-2]
Uloha 6. Nech z, y st také kladné celé &fsla, Ze obe &isla 3z + 5y a 5 + 2y si delitelné ¢islom 60. Zdovodnite,
preco ¢islo 60 deli aj stcet 2z + 3y. [60MO-C-S-3]
Uloha 7. Dokézte, 7e najrr}enéi spoloény ndsobok [a,b] a najvicsi spoloény delitel (a,b) Tubovolnych dvoch
kladnych celych éisel a, b spliiaji nerovnost
a-(a,b)+b-[a,b] > 2ab.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastdva rovnost. [6(0MO-C-I-5]
Uloha 8. N3jdite vietky prvodisla p a g také, ze p | ¢ —4 a tiez ¢ | p> — 1. [KMS 14/15, 1. letn4 séria, tloha 3]
Uloha 9. N4jdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati

alb a zaroven b+1|3a+4.
[60MO-B-I1-2]

Uloha 10. Nech m je prirodzené &islo, ktoré ma 7 kladnych delitelov, a n je prirodzené &islo, ktoré ma 9
kladnych delitelov. Kolko delitelov moze mat sicin m - n? [64MO-B-1-4]

Uloha 11. Predpokladajme, Ze prirodzené éislo a mé 15 kladnych delitelov. Kolko ich méze maf prirodzené
¢islo b, ak najmensi spoloény néasobok ¢isel a a b ma 20 kladnych delitelov? [64MO-B-S-1]

Uloha 12. Suéin vietkych kladnych delitelov prirodzeného &sla n je 20%5. Uréte n.

Uloha 13. N4jdite vsetky dvojice prvocisel p, q, pre ktoré existuje prirodzené ¢islo a také, ze
pg  a*+1
p+q a+1’

[62MO-A-1-1]

Uloha 14. Cislo n je si¢inom Styroch prvocisel. Ak kazdé z tychto prvocisel zviacésime o 1 a vzniknuté Styri
¢isla vyndsobime, dostaneme ¢islo o 2886 viicsie ako povodné ¢islo n. Uréte vsetky také n. [MO59-B-1I-4]

Uloha 15. Uréte vietky trojice (p,¢,r) prvocisel, pre ktoré plati (p + 1)(q + 2)(r + 3) = 4pgr. [MOG0-A-I11-2]
Uloha 16. Cislo n je sié¢inom troch (nie nutne roznych) prvoéisel. Ked zvicsime kazdé z nich o 1, zvacs sa
ich suéin o 963. Uréte pévodné ¢&islo n. [63MO-A-I-1]

Uloha 17. N3jdite vietky celé kladné &fsla, ktoré nie stt mocninou ésla 2 a ktoré sa rovnaji stétu trojndsobku
svojho najvi¢gieho neparneho delitela a patndsobku svojho najmensiecho neparneho delitela vaésieho ako 1.
[63MO-A-IL-1]

Uloha 18. Zistite, aky zvysok po deleni piatimi ddva éislo 22016,

Uloha 19. Urcte vietky kladné celé &isla m, pre ktoré je rozdiel mS — m? delitelny cislom 120. [MO55-C-I-1]
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Uloha 20. Dokéazte, ze pre kazdé neparne prirodzené é&fslo n je siucet n* + 2n? + 2013 delitelny éislom 96.
[MO63-C-1-5]

Uloha 21. Dokézte, ze medzi lubovolnymi §tyrmi celymi ¢fslami existuji dve &isla, ktorych rozdiel je delitelny
tromi.

Uloha 22. Snehulienka ide kupit svo jim siedmim trpaslikom cukriky. V obchode maju na pulte v rade ulozenych
7 balickov. V kazdom bali¢ku je nejaky (nie nutne rovnaky) poéet cukrikov. Snehulienka méze kipit len niekolko
(asponi jeden) balickov, ktoré na pulte tvoria stivisly tsek. DokdZte, Ze Snehulienka si vie vybraf niekolko za
sebou iducich balickov tak, aby stcet cukrikov v nich bol delitelny siedmimi, a to bez ohladu na to, kolko
cukrikov jednotlivé balicky obsahuju.

Uloha 23. V Koctrkove majui mince v hodnotéach 42 a 60. N4jdite vsetky sumy, ktoré je mozné tymito mincami
zaplatit, ak pri platenf mo7no aj vyddvat.

Uloha 24. Oznatme p(n) pocet sposobov, ako mozno vyjst schodisko, ktoré mé n schodov, priom jednym
krokom moéZeme prejst jeden alebo dva schody. Uréte poslednii cifru éfsla p(2016).

Uloha 25. Popoluska pocitala fazulky. Najprv ich ukladala do misky po 10-tich aZ jej nakoniec zostali posledné
3 fazulky, ale zabudla kolko napoéitala. Potom fazulky vysypala a ukladala ich do misky po 7-mich fazulkéch,
aZ jej ostalo 6 vonku. Ked'ze znova zabudla, pri d'alsom opakovani ich ukladala po 9-tich, aZ jej ostali 4 fazulky.
Kolko fazuliek mohla mat Popoluska? Najdite vietky moznosti.

Ak by vds tlohy podobné Popoluske zaujimaly viac, pozrite si nieco o Cinskej zvyskovej vete.

Poznamky

Ulohy oznaéené MOr-A-K-u st z Matematickej olympiddy. r oznacuje roénik, A kategériu (A, B, C), K kolo
(I - domaéce, S - gkolské, II - krajské, IIT - celostatne) a u &fslo ulohy. Vzorové riefenia mozete najst na stranke
https://www.skmo.sk/dokumenty.php.

Vzorové riesenia tloh z Korespondenéného matematického semindra (KMS) mozete ndjst na stranke
https://www.kms.sk/archiv.



