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O celých č́ıslach a, b hovoŕıme, že č́ıslo b je delitel’né č́ıslom a, resp. č́ıslo a deĺı č́ıslo b, ak existuje také celé
č́ıslo k, pre ktoré plat́ı

b = k · a.
Túto vlastnost’ vieme zaṕısat’ ako b | a.

Napŕıklad. 5 | 20, −12 | 60, −18 | −18.
Základné vlastnosti delitel’nosti: pre l’ubovol’né celé č́ısla a, b, c, d plat́ı

a | a, Ak ac | bc a c 6= 0, tak a | b,
a | 0, 1 | a, Ak d | a a d | b, tak aj d | (a+ b),
0 | a práve vtedy, ked’ a = 0, Ak d | a a d | b, tak aj d | (a− b),
Ak a | b a b | c, tak aj a | c, Ak d | a, tak aj d | ca,
Ak a | b a c | d, tak aj ac | bd, Ak d | a± b a d | a, tak d | b.

Dôležitý odhad, ktorý nám môže pomôct’ źıskat’ lepšie vzt’ahy o č́ıslach a, b: Ak b 6= 0 a a | b, tak |a| ≤ |b|.
Dokonca, ak neplat́ı a | b, tak 2|a| ≤ |b|.

Pri delitel’nosti sú dôležité prvoč́ısla. Prvoč́ıslo je také prirodzené č́ıslo, ktoré má práve dvoch kladných
delitel’ov: 1 a samého seba. Jedno z ich významných použit́ı je, že každé prirodzené č́ıslo sa dá jednoznačne
(až na poradie) naṕısat’ ako súčin prvoč́ısel. Napr 220 = 2 · 2 · 5 · 11. Pomocou rozkladu na prvoč́ısla sa dajú
mnohé veci dokázat’ alebo si lepšie predstavit’. Ak máme dané všeobecne nejaké č́ıslo a, zvykneme je rozklad na
prvoč́ısla zapisovat’ ako

a = pα1
1 · p

α2
2 · . . . · pαn

n ,

kde p1, p2, . . . , pn sú prvoč́ısla (vhodne zvolené) a α1, α2, . . . , αn sú nezáporné celé č́ısla.
Najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel a, b je najväčšie také celé č́ıslo d, že d | a aj d | b. Označujeme ho (a, b).
Ak (a, b) = 1, hovoŕıme, že č́ısla a a b sú nesúdelitel’né.
Najmenš́ı spoločný násobok č́ısel a, b je najmenšie také prirodzeńı č́ıslo n, že a | n a b | n. Označujeme ho

nsn(a, b) alebo [a, b].
Medzi najväčš́ım spoločným delitel’om a najmenš́ım spoločným násobkom plat́ı vzt’ah (a, b) · [a, b] = a · b.
Teraz môžeme ukázat’ niekol’ko dôležitých vlastnost́ı prvoč́ısel a nesúdelitel’ných č́ısel.

• Ak p je prvoč́ıslo a p | ab, tak p | a alebo p | b.
• Ak (d, a) = 1 a d | ab, tak d | b.

Ak uvažujeme delitel’nost’ č́ıslom d, nie každé č́ıslo je ńım delitel’né. Avšak každé celé č́ıslo a vieme zaṕısat’ v
tvare

a = k · d+ z,

kde k a z sú celé č́ısla a z ∈ {0, 1, . . . , d− 1}. Pre každé a sú č́ısla k a z sú určené jednoznačne. Vtedy hovoŕıme,
že k je celoč́ıselný podiel č́ısel a a d a z je zvyšok č́ısla a po deleńı č́ıslom d. Matematicky to vieme zaṕısat’:

k = ba/dc, z = amod d.

Pri zapisovańı zvyškov sa však stretneme sa ešte s iným zápisom, ten sa v matematike použ́ıva časteǰsie. Zápisom

a ≡ b (mod d)

označujeme, že č́ısla a a b dávajú rovnaký zvyšok po deleńı d. Č́ıtame ho aj, že a je kongruentné s b modulo d.
Rozmyslite si, že túto skutočnost’ vieme pomocou delitel’nosti vyjadrit’ ako d | a − b. Táto defińıcia môže byt’

užitočná pri rôznych dôkazoch.
Napŕıklad. 17 mod 5 = 2, 42 mod 6 = 0, −28 mod 5 = 2 (lebo −28 = −6 · 5 + 2.). Tie isté vzt’ahy môžeme

zaṕısat’ aj pomocou kongruencíı 17 ≡ 2 (mod 5), 42 ≡ 0 (mod 6), −28 ≡ 2 (mod 5), ale môžeme pomocou nich
zaṕısat’ aj 42 ≡ 47 (mod 5), 136 ≡ −44 (mod 9).

Pravidlá pre prácu zo zvyškami: Ak amod d = x a bmod d = y, tak

• (a+ b) mod d = (x+ y) mod d, resp. a+ b ≡ x+ y (mod d),
• (a− b) mod d = (x− y) mod d, resp. a− b ≡ x− y (mod d),
• (a · b) mod d = (x · y) mod d, resp. a · b ≡ x · y (mod d).

V kongruenciách môžeme krátit’, ale len tie č́ısla, ktoré sú nesúdelitel’né s č́ıslom pol’a ktorého zvyšky určujeme.
Presneǰsie, ak č́ısla c a d sú nesúdelitel’né a c·a ≡ c·b (mod d), tak potom plat́ı aj a ≡ b (mod d). Pri súdelitel’ných
č́ıslach toto však nesmieme spravit’: 2 · 12 ≡ 2 · 7 (mod 10), ale už neplat́ı 12 ≡ 7 (mod 10).
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Úlohy

Úloha 1. Č́ısla a, b sú nesúdelitel’né. Ktoré z nasledujúcich dvoj́ıc č́ısel sú nesúdelitel’né pre všetky celé č́ısla a,
b? Svoje tvrdenie dokážte.

a) a+ b, ab
b) a2 + b2, ab
c) a+ b, a− b
d) a3, (a+ 1)5

Úloha 2. Dokážte, že pre každé celé č́ıslo n, je zlomok

21n+ 4

14n+ 3

v základnom tvare. [Medzinárodná matematická olympiáda 1959, úloha 1]

Úloha 3. Nájdite všetky celé č́ısla n, pre ktoré n− 3 | n3 − 3. [Matamatický Náboj 2007, úloha 31]

Úloha 4. Nech p a q sú prvoč́ısla. Zistite, aký je najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel p+ q a p2 + q2.

Úloha 5. Dokážte, že výrazy 23x + y a 19x + 3 sú delitel’né č́ıslom 50 pre rovnaké dvojice prirodzených č́ısel
x a y. [MO60-C-I-2]

Úloha 6. Nech x, y sú také kladné celé č́ısla, že obe č́ısla 3x+ 5y a 5x+ 2y sú delitel’né č́ıslom 60. Zdôvodnite,
prečo č́ıslo 60 deĺı aj súčet 2x+ 3y. [60MO-C-S-3]

Úloha 7. Dokážte, že najmenš́ı spoločný násobok [a, b] a najväčš́ı spoločný delitel’ (a, b) l’ubovol’ných dvoch

kladných celých č́ısel a, b sṕlňajú nerovnost’

a · (a, b) + b · [a, b] ≥ 2ab.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastáva rovnost’. [60MO-C-I-5]

Úloha 8. Nájdite všetky prvoč́ısla p a q také, že p | q2− 4 a tiež q | p2− 1. [KMS 14/15, 1. letná séria, úloha 3]

Úloha 9. Nájdite všetky dvojice prirodzených č́ısel a, b, pre ktoré plat́ı

a | b a zároveň b+ 1 | 3a+ 4.

[60MO-B-II-2]

Úloha 10. Nech m je prirodzené č́ıslo, ktoré má 7 kladných delitel’ov, a n je prirodzené č́ıslo, ktoré má 9
kladných delitel’ov. Kol’ko delitel’ov môže mat’ súčin m · n? [64MO-B-I-4]

Úloha 11. Predpokladajme, že prirodzené č́ıslo a má 15 kladných delitel’ov. Kol’ko ich môže mat’ prirodzené
č́ıslo b, ak najmenš́ı spoločný násobok č́ısel a a b má 20 kladných delitel’ov? [64MO-B-S-1]

Úloha 12. Súčin všetkých kladných delitel’ov prirodzeného č́ısla n je 2015. Určte n.

Úloha 13. Nájdite všetky dvojice prvoč́ısel p, q, pre ktoré existuje prirodzené č́ıslo a také, že

pq

p+ q
=
a2 + 1

a+ 1
.

[62MO-A-I-1]

Úloha 14. Č́ıslo n je súčinom štyroch prvoč́ısel. Ak každé z týchto prvoč́ısel zväčš́ıme o 1 a vzniknuté štyri
č́ısla vynásob́ıme, dostaneme č́ıslo o 2 886 väčšie ako pôvodné č́ıslo n. Určte všetky také n. [MO59-B-II-4]

Úloha 15. Určte všetky trojice (p, q, r) prvoč́ısel, pre ktoré plat́ı (p+ 1)(q + 2)(r + 3) = 4pqr. [MO60-A-III-2]

Úloha 16. Č́ıslo n je súčinom troch (nie nutne rôznych) prvoč́ısel. Ked’ zväčš́ıme každé z nich o 1, zväčš́ı sa
ich súčin o 963. Určte pôvodné č́ıslo n. [63MO-A-I-1]

Úloha 17. Nájdite všetky celé kladné č́ısla, ktoré nie sú mocninou č́ısla 2 a ktoré sa rovnajú súčtu trojnásobku
svojho najväčšieho nepárneho delitel’a a pät’násobku svojho najmenšieho nepárneho delitel’a väčšieho ako 1.
[63MO-A-II-1]

Úloha 18. Zistite, aký zvyšok po deleńı piatimi dáva č́ıslo 22016.

Úloha 19. Určte všetky kladné celé č́ısla m, pre ktoré je rozdiel m6 −m2 delitel’ný č́ıslom 120. [MO55-C-I-1]
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Úloha 20. Dokážte, že pre každé nepárne prirodzené č́ıslo n je súčet n4 + 2n2 + 2013 delitel’ný č́ıslom 96.
[MO63-C-I-5]

Úloha 21. Dokážte, že medzi l’ubovol’nými štyrmi celými č́ıslami existujú dve č́ısla, ktorých rozdiel je delitel’ný
tromi.

Úloha 22. Snehulienka ide kúpit’ svojim siedmim trpasĺıkom cukŕıky. V obchode majú na pulte v rade uložených
7 baĺıčkov. V každom baĺıčku je nejaký (nie nutne rovnaký) počet cukŕıkov. Snehulienka môže kúpit’ len niekol’ko
(aspoň jeden) baĺıčkov, ktoré na pulte tvoria súvislý úsek. Dokážte, že Snehulienka si vie vybrat’ niekol’ko za
sebou idúcich baĺıčkov tak, aby súčet cukŕıkov v nich bol delitel’ný siedmimi, a to bez ohl’adu na to, kol’ko
cukŕıkov jednotlivé baĺıčky obsahujú.

Úloha 23. V Kocúrkove majú mince v hodnotách 42 a 60. Nájdite všetky sumy, ktoré je možné týmito mincami
zaplatit’, ak pri plateńı možno aj vydávat’.

Úloha 24. Označme p(n) počet spôsobov, ako možno vyjst’ schodisko, ktoré má n schodov, pričom jedným
krokom môžeme prejst’ jeden alebo dva schody. Určte poslednú cifru č́ısla p(2016).

Úloha 25. Popoluška poč́ıtala fazul’ky. Najprv ich ukladala do misky po 10-tich až jej nakoniec zostali posledné
3 fazul’ky, ale zabudla kol’ko napoč́ıtala. Potom fazul’ky vysypala a ukladala ich do misky po 7-mich fazul’kách,
až jej ostalo 6 vonku. Ked’že znova zabudla, pri d’aľsom opakovańı ich ukladala po 9-tich, až jej ostali 4 fazul’ky.
Kol’ko fazuliek mohla mat’ Popoluška? Nájdite všetky možnosti.

Ak by vás úlohy podobné Popoluške zauj́ımaly viac, pozrite si niečo o Čı́nskej zvyškovej vete.

Poznámky
Úlohy označené MOr-A-K-u sú z Matematickej olympiády. r označuje ročńık, A kategóriu (A, B, C), K kolo

(I - domáce, S - školské, II - krajské, III - celoštátne) a u č́ıslo úlohy. Vzorové riešenia môžete nájst’ na stránke
https://www.skmo.sk/dokumenty.php.

Vzorové riešenia úloh z Korešpondenčného matematického seminára (KMS) môžete nájst’ na stránke
https://www.kms.sk/archiv.
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