Delitelnost
Jozef Rajnik, krizok
O celych &islach a, b hovorime, Ze ¢islo b je delitelné cislom a, resp. ¢islo a deli ¢islo b, ak existuje také celé
¢islo k, pre ktoré plati
b=k-a.
Tiito vlastnost vieme zapisat ako b | a.
Zakladné vlastnosti delitelnosti (platia pre lubovolné celé ¢isla a, b, ¢, d):

a| a. Ak ac | bcac#0, tak a | b.
al0,1]a. Ak c|aac|b, tak aj c| (a+b).
0 | a prave vtedy, ked a = 0. Ak c|laac|b, tak aj c| (a —b).
Akalbab]c takajalec Ak ¢ a, tak aj ¢ | ba.

Ak a|bac|d, tak aj ac | bd. Ak cla+bac]a,takc|b.

Délezity odhad, ktory ndm moéze pomdct ziskaf lepsie vztahy o &islach a, b: Ak b # 0 a a | b, tak |a| < |b].
Dokonca, ak neplati a | b, tak 2|a| < |b].

Pri delitelnosti st délezité prvoéisla. Prvocislo je také prirodzené &islo, ktoré mé prave dvoch kladnych
delitelov: 1 a samého seba. Jedno z ich vyznamnych pouZiti je, Ze kazdé prirodzené éislo sa d4 jednoznaéne
(aZ na poradie) napisat ako siéin prvoécisel. Napr 220 = 2 -2 -5 - 11. Pomocou rozkladu na prvoéisla sa daji
mnohé veci dokdzat alebo si lepSie predstavit. Ak mame dané vieobecne nejaké &islo a, zvykneme je rozklad na
prvoéisla oznacovat ako
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a=pit Pyt
kde p1, pa, ..., pn st prvocisla (vhodne zvolené) a ay, ag, ..., a, si nezdporné celé cisla.
Nagvicsi spoloény delitel &isel a, b je najvicsie také celé ¢islo d, Ze d | a aj d | b. Oznaéujeme ho (a, b).
Ak (a,b) = 1, hovorime, Ze &isla a a b st nesidelitelné.
Najmensi spoloény ndsobok ¢isel a, b je najmensie také prirodzeni ¢islo n, ze a | n a b | n. Oznac¢ujeme ho
nsn(a,b) alebo [a, b].

.....

Teraz moézeme ukéazat niekolko déleZitych vlastnosti prvoéisel a nesidelitelnych &sel.
e Ak p je prvocislo a p | ab, tak p | a alebo p | b.
o Ak (d,a)=1ad|ab, tak d|b.

Uloha 1. Cisla a, b s nestdelitelné. Ktoré z nasledujicich dvojic éfsel st nestidelitelné pre vietky celé éisla a,
b?

a) a+b, ab
b) a? + b2, ab
c)a+b, a—0

d) a®, (a+1)°

Uloha 2. (IMO 1959-1) Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n, je zlomok

2ln+4
14n + 3

v zadkladnom tvare.
Uloha 3. (Matamaticky Néboj 2007-31) Néjdite vetky celé &fsla n, pre ktoré n — 3 | n3 — 3.
Uloha 4. Nech p a g st prvoéisla. Zistite, aky je najvicsi spolocny delitel éisel p + g a p? + ¢2.
Uloha 5. (60MO-C-I-5) Dokézte, ze najmensi spolocny nasobok [a, b] a anjvicsi spoloény delitel (a, b) lubovolnych
dvoch kladnych celych é&isel a, b spliiaji nerovnost
a-(a,b)+0b-[a,b] > 2ab.
Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastava rovnost.

Uloha 6. (63MO-A-I-1) Cislo n je sti¢inom troch (nie nutne réznych) prvocisel. Ked zvicsime kazdé z nich o
1, zv&csi sa ich sucin o 963. Uréte povodné ¢islo n.
Uloha 7. (62MO-A-I-1) N4gjdite vsetky dvojice prvoécisel p, ¢, pre ktoré existuje prirodzené ¢islo a také, ze
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Uloha 8. (60MO-B-1I-2) N4jdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plat{

alb a zaroven b+1|3a+4.
Uloha 9. (MOG60-C-I-2) Dokézte, ze vyrazy 23z + y a 192 + 3 si delitelné &fslom 50 pre rovnaké dvojice
prirodzenych ¢&isel x a y.
Uloha 10. (60MO-C-S-3) Nech z, y st také kladné celé &isla, Ze obe &isla 3z + 5y a 5z + 2y su delitelné éislom
60. Zdovodnite, preco ¢islo 60 deli aj sucet 2z + 3y.

Uloha 11. (63MO-A-II-1) N4jdite vsetky celé kladné ¢isla, ktoré nie st mocninou ¢isla 2 a ktoré sa rovnajd
stiétu trojndsobku svojho najviésieho neparneho delitela a pitnasobku svojho najmensieho neparneho delitela
vécsieho ako 1.



