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Č́ıslo a je delitel’né č́ıslom d, ak existuje také celé č́ıslo k, že a = k · d. V pŕıpade, že a nie je delitel’né d môžeme
hovorit’ všeobecneǰsie, že a dáva po deleńı d zvyšok z. Formálne to môžeme zaṕısat’ tak, že pre l’ubovol’né celé
č́ısla a, d existujú č́ısla k, z také, že a = k · d + z. Pritom č́ıslo z voĺıme čo najmenšie, najčasteǰsie z množiny
{0, 1, . . . , d− 1}. Pripomeňme si niekol’ko pravidiel ako sa správa delitel’nost’.

• Ak d | a a zároveň d | b, tak d | (a± b).

• Ak p je prvoč́ıslo a p | ab, tak p | a alebo p | b.

• Ak d, a sú nesúdelitel’né a d | ab tak d | b.

Č́ıslo 4247 dáva po deleńı 9-timi zvyšok 8 a č́ıslo 212 dáva zvyšok 5. Aký zvyšok budú dávat’ po deleńı 9-timi
č́ıslo 4247 + 212? L’ahko zist́ıme, že 4247 + 212 ≡ 4 a to aj bez toho aby sme tie č́ısla sč́ıtavali. Stač́ı nám
totižto sč́ıtat’ zvyšky, čo si vieme l’ahko dokázat’. Rovnako zist́ıme, že 4247 − 212 ≡ 3 a 4247 · 212 ≡ 4. Ako sa
zvyšky správajú pri umocňovańı? Ak č́ıslo a ≡ z (mod d), tak podobne vieme dokázat’, že an ≡ zn (mod d).
Ale ak chceme zistit’ zvyšok 21210 po deleńı 9-timi, poč́ıtat’ 510 nie je zrovna výhrou. Ale môžeme zvyšky mocńın
poč́ıtat’ postupne.

2121 ≡ 51 ≡ 5 2122 ≡ 52 ≡ 7 2123 ≡ 53 ≡ 8
2124 ≡ 54 ≡ 4 2125 ≡ 55 ≡ 2 2126 ≡ 56 ≡ 1
2121 ≡ 57 ≡ 5 2128 ≡ 58 ≡ 7 2129 ≡ 59 ≡ 8

A nakoniec 21210 ≡ 510 ≡ 4. Isto ste si všimli, že sa tie zvyšky začali opakovat’. Potom by už bolo jednoduché
zistit’, že č́ıslo 2122016 dáva zvyšok 1. Prečo sa to opakuje. A bude sa to takto opakovat’ vždy? Ak chceme zistit’

zvyšok an po deleńı d, tak zoberieme zvyšok č́ısla an a vynásob́ıme ho zvyškom a. Ked’že zvyškov po deleńı d
je konečne vel’a, muśı sa nám nejaký opakovat’. Vtedy sa dostaneme do rovnakej poźıcie, v akej sme už raz boli
a ked’že zvyšky d’aľśıch mocńın poč́ıtame rovnakým postupom, ktorý záviśı len od zvyšku poslednej mocniny,
budeme dostávat’ tie isté výsledky ako na začiatku, teda sa nám začnú opakovat’.

Ale čo všetko vieme povedat’ o tomto opakovańı sa zvyškov? Aká bude perióda opakovania? Vieme ju nejako
zistit’ v závislosti od č́ısel a, d? Aké zvyšky sa budú opakovat’? Na tieto otázky sa pokúsime nájst’ odpovede.
Na začiatok sa skúsime pozriet’, ako sa zvyšky opakujú pri deleńı č́ıslami 9, 10 a 11.
a1 1 2 3 4 5 6 7 8
a2 1 4 0 7 7 0 4 1
a3 1 8 0 1 8 0 1 8
a4 1 7 0 4 4 0 7 1
a5 1 5 0 7 2 0 4 8
a6 1 1 0 1 1 0 1 1
a7 1 2 0 4 5 0 7 8

Na týchto tabul’kách si môžeme všimnút’ niekol’ko zauj́ımavých većı. Prvou je, že v poslednom st́lpci sa
striedajú zvyšky d − 1 a 1. Je to preto, lebo zvyšok d − 1 je vlastne ten istý ako −1: 44 = 4 · 9 + 8 ale aj
44 = 5 · 9 − 1. A ked’ umocňujeme −1, tak sa nám strieda −1 a +1. Podobne si môžeme každý zvyšok d − x
zaṕısat’ ako −x (pri deleńı 9-timi môžeme 5, 6, 7, 8 zaṕısat’ ako -4, -3, -2, -1). Z toho vid́ıme d’aľsiu peknú vec,
že tieto opačné zvyšky majú párne mocniny rovnaké a
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